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Valeurs des corrélations usuelles

Indiquons maintenant les valeurs des corrélations usuelles
que cette formule fournit, en tenant compte des résultats du
chapitre précédent :

pére-lils : (1/2):2
grand-pére - petit-fils : (1/4)3?
ancétre d'ordre n (1/2)2*
demi-fréres : (1/4)22
oncle-neveu : (1/4)32
cousing germains : (1/8):*

cousins quelconques : (1 /2)r+ptiz2

Rappels bibliographiques; comparaison des méthodes

La valeur de la corrélation ancestrale dans I'hypothése
mendélienne, (1 /27)22, a éLé fournie pour la premiére fois par
K. Pearson en 1903 dans son mémoire des Philosophical
Transactions (203 A, p. 53) dans un cas parliculier, car il
étail parti d’hypothéses trés restrictives ; il supposait qu'il
y avait dominance compléte, la contribution j d'un couple
de geénes hétérozygoles étant égale a k par exemple. 1l suppo-
sait aussi que les contributions des n couples de génes avaienl
la méme importance (i=i"=... ; k=~ =...) et que les 3 phases
de chacun se trouvaienl dans les proportions : p?=(1/4),
2pg=1/2, ¢*=1 /4. 1l trouvail ainsi une corrélation paren-
tale de 1/3, et une corrélation ancestrale de (1/3)> 1/2", car
dans ces hypothéses le rapport de réduction 2% devient égal
a2/3.((1) fournit en effet i =—3k, et (2) donne alors —l=s=Fk;
on voit alors que M(H?)=2k% et M(H?)=3k%)

Dans un mémoire ultérieur (R.-S. proceedings;: B 81,
1909, p. 225) traitant le cas de la corrélation ancestrale et
complété par Snow (R.-S. proceedings, B 83, 1911, p. 37)
pour le cas des [réres, oncles, et cousins germains, Pearson
a repris le calcul par une autre méthode ; il a remarqué qu’il
suffisait de calculer les corrélations dans le cas ol la variabilité
dépend d'un seul couple de génes, et il est parti de propor-
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tions p?, 2pq, ¢* des 3 phases ; sa méthode consiste a construire
pour chaque degré de parenté, la table a 9 cases fournissant
les probabilités d’avoir pour I'un et pour I'autre individu,
2 phases déterminées ; par exemple :

AA Aa (e

AA

Aa

aa

De ces tables, Pearson et Snow déduisent de la maniére
habituelle les coefficients de corrélation dans le cas de la
dominance compléte (c’est-a-dire quand il n'y a que deux
valeurs de la contribution, I'une correspondant 4 AA et a4 Aa
et I'autre a aa) et aussi dans le cas ou il n'y a pas de domi-
nance (c’est-a-dire quand la contribution de Aa est moyenne
de celles de AA et aa).

Pour la corrélation ancestrale, Pearson trouve dans le
1er cas 2q /(p+2¢)2" (nous pouvons facilement vérifier que
32=2q /(p+2q), en faisant j=i dans (1)et (2)) et dans le 2¢ cas
1 /2", Mais ces valeurs paraissent I'une trop faible et I'autre
trop forte pour rendre comple des corrélations mesurées,
aussi Yule a-t-il suggéré qu'on pourrait obtenir une valeur
plus correcte en supposant la dominance incompléte. Ce calcul
plus général a été fait par R.-A. Fisher dans l'ouvrage déja
mentionné (Ed., p. 399), toujours suivant la méme méthode.
mais en assignant aux contributions des 3 phases des valeurs
quelconques i, j, k (de valeur moyenne nulle). Il a ainsi
imaginé l'ajustement par moindres carrés (C), et a mis en
évidence le role du rapport SM(H?) /EM(H?) qu'il appelle le
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« taux de dominance » z%/z* (« dominance ratio ») ; il a ainsi
obtenu pour la corrélation parent-enfant la valeur (1 /2):2 /5%
et pour les corrélations entre oncle et neveu el entre cousins
germains les valeurs (1 /4):%/5* et (1/8):2/5% ce qui faisait
pressentir la diminution de moitié de la corrélation pour
chaque degré d’éloignement, et la similitude du role de la
dominance avec celui d'une erreur accidentelle dans la mesure
du caractére. Mais la méthode de Fisher, reposant toujours
sur I'établissement de la table & 9 cases qui traduit 'asso-
ciation des 3 phases chez les 2 individus, n’est pas susceptible
de généralisation. Les calculs sont laborieux et deviennent
impraticables pour un degré de parenté un peu éloigné.
Tandis que les méthodes que nous avons indiquées permettent
de calculer par échelons les corrélations génétiques, et d’en
déduire les corrélations réelles par la formule générale

r(xe,) =r(zz,) x 3% valable pour n'importe quelle parenté ayant
lieu par I'intermédiaire d’'un seul des parents d’un des indi-
vidus ; et nous avons vu la raison profonde de cette formule :
elle repose sur le fait qu'alors les résidus de dominance
D et D, des 2 individus ont un coefficient de corrélation nul.
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2¢ GAS :

CORRELATION ENTRE DEUX INDIVIDUS
DONT LES PARENTS
SONT RESPECTIVEMENT APPARENTES

Données du probléme

Supposons maintenant que chacun des parents d’un des
individus soit apparenté a un des parents de I'aulre, mais &
un seul (ce qui exclut, comme nous I'avons fait remarquer,
la parenté des conjoints entre eux, et par suite nous permet
d'utiliser les résultats de p. 17).

Alors, si on désigne encore par JC ¢ el IC, I les contbri-
butions « génétiques » d’un couple de génes chez les 2 indi-
vidus, il y a des liaisons stochastiques déterminées entre les
génes qui proviennent de parents apparenlés, par exemple
une corrélation v enlre 3C el I, el une corrvélalion ¢ enire I’
el Iy, tandis qud'il y a indépendance stochaslique entre 3¢ ou JC,,
d'une parl, el I ou I, d’aulre parl.

Indiquons dés maintenant comment se déterminent r et ;.
Désignons par H, et H', la contribution génétique du couple
de génes considéré chez les 2 parents du premier individu,
et par H; et H'; celle chez les 2 parents du second (H, corres-
pondant au parent qui fournit le géne J¢, H', & celui qui
fournit le geéne J¢', ele.). La connaissance des degrés de
parenté de ces parents nous fournit, d’aprés le chapitre 11,
leur corrélation génétique, que nous désignons par r’ pour la
liaison Hy—Hj et par 2’ pour la liaison H',—H’,. Pour plus
de eclarté, représentons le schéma de liaison entre les 2 indi-
vidus :

]

ae . L H, e,

at

o
.
il

1 iy ©
Flu I
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On voit que la liaison entre J¢ et J¢, s'obtiendra en com-
posant les régressions linéaires (qui résultent du chapitre I1I) :

M(H,)=d¢ quand JC est fixé.
M(H;)=r'H, quand H, est fixé.
M(ac,)=H, /2 quand H, est fixé.

Done, d’aprés le théoréme de p. 38 : M(IC,)=(r" /2)3¢ quand
JC est fixé.
Done r=pr [2 el s=¢g'[2.

Exemples :

Comme exemples de ce mode de parenté, nous avons déja
cité le cas des fréres (H, coincide alors avec Hy, et H', avec
H'y, done r'=;"=1, r=z=1/2) et le cas des doubles cousins
germains (H, et H, sont fréres, ainsi que H', et H';, done
r=p'=1/2, r=p=1/4).

Ces 2 cas onl éLé étudiés par Fisher (Ed.) toujours par
la méthode de la table d’association, et il a reconnu que
dans ces cas la réduction a faire subir a la corrélation géné-
tique pour oblenir la corrélation réelle est moins élevée que
dans ceux du paragraphe précédent. Cela tient, comme nous
allons le voir, a ce que la corrélation r(DD,) des résidus de
dominance des 2 individus est maintenant positive, et non
plus nulle comme dans le paragraphe précédent ; or la corré-
lation réelle r(xzz,) est liée & r(DD,) par la relation (4), qui
peul s’écrire :

(4’) rxx,)=3%(zz,) +(1—22)r(DD,)

Calcul des probabilités d'association
des génes homologues

Nous allons done calculer, sous les hypothéses précisées
ci-dessus (corrélations r et ; entre les génes des 2 individus)
la corrélation r(za,), et donner ainsi I'expression générale des
résultats obtenus par Fisher dans le cas particulier des fréres
et des doubles cousins.

On a : rlez,)=Maz,) |M(zt)=SM(HH,) /M(z?)
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el nous déterminerons M(HH,) a laide des probabilités
d’association des génes JC et J€,, IC" et IC',, que nous allons
calculer en premier lieu. Désignons-les par :

py=probabilité pour que I =i et I, =

Pu= » 0 JC =1 et c"tflzs
Pu= " W Je =3 ek Jl.’l =f
Ps= ) » p: [ —& et :."":|=.\'

el de méme
p’”z ) » I =] et ‘.'L”l:'fr ete.

Les 4 probabilités d’associations entre JC et I¢; peuvenl se
calculer en connaissant les répartitions marginales de JC et J¢;
(qui sont constituées ainsi : valeur ¢ avec la probabilité p,
et valeur s avec la probabilité ¢) et le coefficient de corré-
lation entre JC et J€;, que nous avons désigné par r. On a
en effet :

Put pu=p
PutPu=q
Pu+pPu=p
Put+Pu=1q
r=0p,+sl(pu+pu) +32pa [( p1*+-qs?)
(en tenant compte de ce que M(I)=pl+qs=0 d’aprés
la p. 45).
Les 4 premiéres équations donnent :

Put = P Pu=P—Pu Pss =q—Pu
et la 5¢ peut par suite s'écrire :
r=pi2+ qs2—p, (12—2sl +s2)/( p1? 4 ¢s?)
Pu=pa=(1—r)(pt?+qs?)/(l—s)*=(1—r)pgq

(en remplagant s par —pl [q),
et par suite :

d’ou :

pu =p—{1—r)pg=p(p-+rq)
ps=q—(1—r)pg=q(q+rp)



L'HEREDITE MENDELIENNE GENERALISEE o7

Et on aura de méme, pour la liaison entre JC" el ¢y, les pro-
babilités marginales restant toujours p et ¢ :

P =puw=(1—¢)pg
Pu=plp+eq)
le ='?(G’ +F3”}

Forme symbolique de M(HH,)

Et maintenant la connaissance de ces probabilités va nous
fournir M(HH,).

En effet : pour que H=k et H,=Fk, (k, étant égal a Fk,
mais il nous sera utile d’affecter de I'indice 1 les contributions
qui se rapportent a I1,),

: Ho=s | K, =s
il faut que : 40— et B s
la probabilité de ce cas esl done : pyp’y,, ce qui lournit dans
M(HH,) le terme : p.p’.kk,.
Pour que H=k et H,=j,, il faut que :

) o=t avec | Py =ty ou | i
( aJe? =3 =t ‘-":‘I =f‘ / .'iL"‘ =8

ce qui fournit dans M(HH,) les 2 termes (pup'u—+pul’s)kis-
Nous voyons ainsi que tous les Ltermes de M(H ) pourront
s'obtenir par le calcul symbolique suivant :
Aux différentes associations possibles :
\ I =3 \ d€ =3 \ I =i \ dt =i}
’ ("cl.:sl ’ (.IL’I =‘1 / Jflzsl f fllfl:{l
nous ferons correspondre respectivement les quantités (I) :
Pus 8815 PuSly; piclsy ;s pully.
Jf:’ =

De méme, aux associations ) 33
| 1=5;, etc.

nous ferons correspondre les quantités (I') : p'yss,, ete.

En multipliant une des quantités (I) par une des quan-
tités (I'), on obtient des termes (/1) tels que par exemple :
Pu P's 8ty 88y, qui correspond & la probabilité pour que J€=s,
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I, =t,, I =s, I =s,. 1l suffit d’y remplacer s® par k et
s;f; par j; pour avoir le terme de M(HH,) qui correspond a
ces associations.

D’oti la méthode suivante pour former M(HH,) : on effectue
le produit de la somme des quantités (I) par la somme des
quantités (I'), étant entendu que 'on doit remplacer dans
le résultat :

32’ Sf, f:’.., 321: slili t21 par "“»1 J:a E: """I.v f'l! II:1|
puis faire k,=k, j,=], {,=i.
M(HH,) est donc représentée par le produit symbolique :
(6)  (s81psststypy+1s1pis+1hpy) (881D s+ 8bp s +181 i+ 1Py

Calcul de M(HH,)

Nous n’avons plus qu’a remplacer dans cette formule
Dsss Py, ete., par leurs expressions obtenues & la page précé-
dente. Le premier [acteur de (6) devient alors une fonction
linéaire de r :

1*s8y+ pqsty+palsy +p2ly +rpq(ssy—st—is, +1,)

c’est-a-dire :

(pt+gs)(ply+qs1) +rpg(s—1)(s,—H)

Le 2¢ facteur peut s’écrire de méme :

(pt+gs)(pli+gs1) +epq(s—t)(s1—h)

et le produit (6) devient alors :
(pl+¢s)(phi+¢81)* +pg(r-+2)(pl+-gs)(s—2)(ply +g81) (s:—H)

(6a) +pPgPre(s—2)(s,—1)*

Pour en déduire M(HH,), il faut dans chaque terme
effectuer les produits et faire les remplacements indiqués
plus haut, ce qui donne, une fois supprimés les indices 1 :

(6b) M(HH,)=(p?*+2pqj+¢°k)*+pg(r+¢)gk+(p—q)i—pi ]?
+ pPgPre(k—Rj+i)?
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Le 1¢r terme est nul du fait du choix de la moyenne de H
pour origine (condition (1)). M(HH,) doit bien alors s’annuler
quand r=z=0, c¢’est-a-dire quand les 2 individus sont indé-
pendants.

Le ceofficient de pg(r+:) s'écrit (toujours d'aprés (1)) :

[g*k+paj) la—(p*i+pg)) IpJ*=[(g*k—p*)(1 [g+1/p) 2T}
=(q*k—p®i)* [2pq
c'est-a-dire d’aprés le résultal de p. 46 : M(H?) [2pq.

Le coefficient de rg n'est autre que M(d?) (voir p. 46).
Cela résulte d’ailleurs immédiatement de ce que, si H,
coincide avec H, c'est-a-dire si r=;=1, I'équation (6b)
fournit pour ce coefficient la valeur M(H?)-—M H2)=M/(d?).

On a donc :  M(HH,)=M(HE2)(r+z) [2-+rsM(d2).

Formule générale de la corrélation

D’ol1 en faisant la somme pour tous les couples de génes
(il résulte du chapitre II que les valeurs de r=r' 2 et ;=" /2
sont les mémes pour tous les couples de geénes, elles sont
déterminées dés qu’'on connait le mode de parenté) :

M(zx,)=XM(HH,)=M(z%)(r+;z) [2+r:M(D?)
par suite en divisant par M(x?) :

% r@z,) =2¥r+-¢)[2+re(1—2%)

La quantité (r+¢) /2=(r'+4;') /4 n’est autre (p. 41) que la
corrélation génétique r(HI-Il) ou r{zz;). On retrouve bien que
r(zz;) se réduil & r{zz;)3? quand 'une des quantités r ou ;
est nulle.

En comparant avec (4°), on voit que :

r(DD,)=r¢

Il y a done, dans le cas général, une corrélation positive
enlre les résidus de dominance des 2 individus. Elle n’esl
nulle que quand la parenté se fait par I'intermédiaire d'un
seul parent.
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Mais elle est trés faible dés qu'une des 2 liaisons entre
parents est un peu éloignée.

Exemples :

(Cest dans le cas des fréres qu’elle est la plus importante.
On a alors (puisque les parents coincident) r'=z’=1, donc
I'ZI::]. /'2., I‘(DDl)zl ,.’-l

rlay)=(1 [R)2*+(1 /4)(1—2) =(143%) [4=1 2—(1 /4)(1—2*)

(’est bien le résultal trouvé par Fisher, p. 406 (32=:2/s2,
1—2%=:?[5%). La corrélation entre fréres est donc supérieure
a la corrélation pére-fils. '

La valeur génétique est la méme, 1 /2, mais la réduction
due a4 la dominance est moitié moindre dans le cas des
freres ((1—22) /4)).

Pour des « doubles cousins », dont les parents sont fréres,
on a : -

P=g'=1

—
e

r=y=1/4

0

done :
r{xxy)=(1/4)324-(1/16)(1—22)=(1+322)/16=1/4—(3/16)(1

)

La corrélation entre doubles cousins est done un peu supé-
rieure a la corrélation oncle-neveu (1 /4)32, & cause du terme
en r(DD,). Mais ce terme est déja faible.

Cette formule a été donnée par Fisher (p. 407). Comme
Snow, 1l a fait le calcul en formant la table d’association des
phases, ce qui ne permet pas de dégager la loi générale,
chaque cas particulier nécessitant un traitement spécial, qui
devient d’ailleurs inextricable pour une parenté un peu
éloignée. Nous voyons maintenant que le probléeme général
est résolu par la formule (7), pour n’importe quel mode de
parenté, tant qu’on ne préleve que des conjoints sans parenté
systématique.

Comme autre application de cette formule, considérons
des enfants ayant le méme pére, mais dont les méres sont
SCeurs.

On a: r'=1 et o’=1/2, done r{zz,)=(3 /8)32-+(1 /8)(1—22).



CHAPITRE IV

CONSEQUENCES DE LA NON-ADDITIVITE
DES GENES DANS LE CAS DU “ RANDOM MATING ”

Comme nous I'avons indiqué au chapitre précédent, il est
nécessaire, pour étudier les corrélations de caractéres condi-
tionnés par les lois de Mendel, de tenir compte du phénoméne
de dominance, c'est-a-dire de non-additivité des effets des
2 génes d'un couple. Il est naturel de songer 4 une généra-
lisation de cette hypothése, et d’étudier le cas ou les effets
des différents couples de génes ne sont eux-mémes pas
additifs. C'est ce que Fisher a appelé I'hypothése « d’épis-
tacy ». Nous allons alors examiner la généralisation de
~ I'ajustement par moindres carrés du chapitre précédent.

Solution de la condition de moindres carrés
dans le cas de 2 couples

Considérons par exemple 2 couples de genes, symbolisés
par les aléatoires I1 et K, H prenant toujours les valeurs
désignées par i, j, k, avec les probabilités p?, 2pq, ¢*, K les
valeurs ', j°, k', avec les probabilités p'2, 2p'¢’, ¢'2. L’effet
résultant du concours de ces 2 couples prendra, si les effets
partiels ne s’ajoutent pas, au lieu des valeurs :

i+t i+ i+E T 4] R kD k4] kR
les valeurs quelconques :

a1 o tyg oy gy g gy gy flgg
avec les probabilités :
P*p’® 2p°p'q p*q’* 2pqp’ 4dpgp’’ 2pqq ¢°p* 24°p'¢ ¢¢*

(car la répartition indépendante des divers génes résulte
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seulement du random mating, et n'est pas affectée par la
non-additivité.)

Nous procéderons alors comme pour la dominance. Nous
représenterons l'effet résultant, désigné par A, par la somme
d’effets partiels fictifs H et K, corrigée par un résidu E :

A=H+K+E

Les valeurs de E seront alors : a;;—i—1i’, ay,—i—j’, etc. ;
si les valeurs a; de I'effet global sont quelconques, on ne peut
pas déterminer i, j, k, i’, /', k', de facon que les valeurs de
E soient nulles; mais on peut toujours les déterminer de
fagon que :

M(E?*)=p*p’*(ay,—i—i")*+2p?p’q (ay,—i—j’)?
+p*q*(ag—i—K')2+2pqp*(ay—j—i’)? ...

soit minimum (condition ().

En effet nous traduisons cette condition en exprimant que
les dérivées partielles % a ¢, j, k, ", j’, k’, sont nulles, ce qui
donne le systéme :

t PP May—i—1') +2pq (ayy—i—)") +¢' ¥ ayg—i—k') ] =0
2pq[p™*(ag—j—i")+2p’q (@ee—]—)") +-.. 1=0
2) @* p gy —h—il) . o 1=0
Y pRpHan—i—i") +2pqlay—j—i) +... =0
2p'q’| 1=0
il 1=0

Nous avons la, pour déterminer les 6 inconnues, 6 équations,
mais elles ne sont pas indépendantes. En effet, si on fait la
somme des 3 premiéres, ou la somme des 3 derniéres, on
obtient 2 fois la méme équation, qui est :

P*iA-2pqj +*k+p"* 2P’ [ + 2k =p?p’2ay, +2p?p’q ayp ...

et qui exprime que : M(H)+M(K)=M(A), ¢’est-a-dire que
M(E)=0.
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Nous pouvons supposer toujours que l'origine des mesures
de Ueffel observé A a été choisie de telle maniére que sa valeur
moyenne soil nulle : M(A)=0. Il en résulte alors que :

M(H)+M(K)=0, mais nous ne pouvons en déduire que
M(H) et M(K) soient chacune nulle ; seule leur somme doit
étre nulle. Cela tient & ce que, dans chaque terme de 'expres-
sion 4 rendre minimum figure la somme d'une valeur de I
et d'une valeur de K. somme qui ne change pas si on modifie
simultanément les origines de repérage de H et de K, de
fagon 4 augmenter d’une certaine quantité les valeurs de
I'une, et & diminuer de la méme quantité les valeurs de
I'autre. Nous décelons ainsi la nature de I'indétermination qui
intervient dans la solution du probléme. Elle réside dans un
déplacement arbitraire de I'origine de H, compensé dans la
somme par un déplacement opposé de I'origine de K. Nous
pouvons alors nous débarrasser de ce parameétre arbitraire
sans intérét, en choisissant les 2 origines de facon que :

(1) y  M(H)=p*+2pqj+q¢*k=0
U M(K)=p'% +2p'q' [ +q"*k' =0

Dés lors le systéeme (2) se résout immédiatement. Grace
aux conditions (1), chaque équation fournit une des incon-
nues :

i=p"%ay,+2p’q a1 +q2ay,
J=p"%ay+2p ¢ ass+q" %y,

@y | k=pPent.

: i'=p *ay,+2pqag, +qiay,
J'=p® tya+...
F=p?a;3+...

Remarquons inversement que, si on connait les premiers
membres de (2') on peut choisir arbitrairement ayy, a4,
gy, gy, eb les D aubres valeurs a sont déterminées. L'effet de
la non-additivité peut done étre caractérisé, une fois connues
les contributions additives, par les résidus relatifs aux 4 indi-
vidus doublement homozygotes.
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Généralisation pour plus de 2 couples

L.e calcul précédent s’étend facilement pour I'ajustement
de contributions additives I, K, L, ete., a l'effet global d'un
nombre quelconque de couples. Plus généralement encore,
considérons un effet global G résultant du concours d'un
certain nombre d’événements aléatoires, supposés d’ordres
finis, et indépendanls ; supposons les au nombre de 3 pour
fixer les idées, et symbolisons-les par les aléatoires :

H, prenant les valeurs h,, avec les probabilités :

P, (r=1,2.cc 1)(Sp,.=1)

P (s=1:2:. m)(Bp’=1)
H", prenant les valeurs h”,, avec les probabilités :
P (f=1... n)(Sp"—1)

Alors que H-4+H'+H" prend. des valeurs telles que
h.+h',+h",, nous supposons que l'effet global G prend des
valeurs quelconques Grg, mais avec les mémes probabilités
pep’sp”,. Si on pose encore :

G=H+H +H"+E
nous nous imposerons toujours la condition :
(C) M(E*)=Xp,p’p"Gy—h—h—h")* minimum
rat

condition qui détermine de facon unique (aux origines de
repérage pres) les h, h’, A", car elle se traduit par le systéme
obtenu en annulant les [4+m+n dérivées partielles :

'K 2p,.psp i (Gy—h—h —h")=0 pour r=12... |
&t

(2b) ¢ :—-:P,-P’x!‘”r( )=0 pour s=1,2... m
’ = )=0 pour I=12... n

rs

ces équalions ne sont pas toutes indépendantes, car la somme
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des I premiéres, celle des m suivantes, et celle des n der-
niéres, nous donnent toutes 3 le méme résultat :

5 wu) ) k] 5 1 " . ] 1
Sph.+2p R +2pTh ,——-.‘_‘;p,.p PG
'8

ce qui exprime que la moyenne de l'effet global observé G
(que I'on peut supposer nulle, ce que nous ferons dorénavant),
est la somme des moyennes des effets fictifs partiels, que
nous pouvons supposer dorénavant nulles, en choisissant conve-
nablement le repérage de chacun de ceux-ci :

Yph=2puk =3p i k=0

Dés lors le systéme (2b) se résout immédiatement :
ha':: :-"P’xp”i Gm
&t

(2”1’)) S h’K: ;\T;.P.-P’,r Gm’
h”; :.>—.‘- P,-P’, Gr‘.ﬂ

Propriété caractéristique de l'ajustement (C);
analyse de la variance et des corrélations

\

diate : elles expriment que la valeur moyenne du résidu E est
nulle chaque fois qu'on fixe la valeur d’une des aléaloires com-
posanies, H, H ou H".

Les équations (2) ou (2b), ont une interprétation immé-

(I1 en résulte en particulier que la moyenne générale de E
est nulle, ce qui met une fois de plus en évidence la coinci-
dence entre la moyenne de I'effet observé G et celle de 'effet
ajusté H+H +H").

D’ot1 les conséquences suivantes :

1o On a M(EH)=0 M(EH)=0 M(EH")=0

Done, en désignant par G=H++H +H" l'effet ajusté :
G=G-+E avec M(GE)=0
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D’ou :
(3) M(G?) =M(G®?)+M(E?) =
M(H?)+M(H’?)+ M(H"'®) 4 M(E?)

Comme dans le cas particulier du chapitre précédent, les
parties additives et le résidu ont un coefficient de corré-
lation nul, et leurs variances s’ajoutent.

20 Si on considére un autre effet global, G;, dont les effets
composants H,, H';, H”,;, ne sont en liaison stochastique
qu'avec H, H', H", respectivement (ce qui est le cas si H
et H,, H' et H’;, etc., sont des couples de facteurs homo-
logues chez 2 individus apparentés, dans le cas du « random
mating »), on a :

(4) M(GG,)=M[(H+H'+H"+E)(H,+H',+H",+E,)]
=M(HH,)+M(H'H’,)+M(H"H",)+M(EE,)

Car par hypothése, les termes tels que :

M(HH'\)=M(H)x M(H’,)
sont nuls ; d’autre part on voit, en reprenant le raisonnement
de la p. 47, que les termes tels que M(HE,) sont nuls aussi :

E; ne dépend que de H,, H’,, H”,, et par suite ne dépend
de H que par l'intermédiaire de H,. Quand H, est fixé,
H et E, deviennent indépendants, donc alors M(HE,)=
M(H)x M(E,) et le 2¢ facteur est alors nul par suite de

I’ajustement (C); en étendant la moyenne pour toutes les
valeurs de H,, on a bien encore M(HE,)=0.

Application 4 la non-additivité des eifets
de 2 couples de génes

En revenant au cas du 1°r paragraphe, et considérant, chez
2 individus apparentés, la contribution de 2 couples de
génes, soit :

A=H+K+E et Ay=H KBy

A et A, sont 2 aléatoires obéissant & la méme loi ; leur va-
riance se décompose en :

(3') M(A*)=M(H*)+M(K*)+M(E?)
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et leur liaison se traduit par :

(4') M(A%)r(4a,)=M(AA;)=M(H*r(un,)+M(K*)r(kr,)
+M(E?)r(gE,)

Les 2 premiers termes, qui correspondent a la liaison entre
couples de geénes homologues, ont été étudiés au chapitre
précédent ; si on les décompose en la partie génétique et la
partie due a la dominance, on a :

(4") M(A%)r{44,) =M H?)r(eg,) +ZM(d?)r(da,) +M(E*)r(gE,)
[r(HH,)=(r+¢) ]2, r(dd,)=r;)]

el parallélement :
(3"”) M(A*)=XM(H?)+XM(d? +M(E?)

les ¥ étant étendues aux divers couples de génes considérés,
soit. 2 dans notre cas.

Nous mettons ainsi en évidence, dans la variance et la
corrélation, les termes qui traduisent les elfets partiels indé-
pendants des génes, ceux qui traduisent l'effet de domi-
nance, et celui qui traduit « I'épistacy ». Nous aurions pu
isoler d’emblée le premier groupe de termes, en ajustant aux
effets globaux a,y, @4, a4, etc., une somme de contributions
additives des divers génes : 2020, 214"+, 21425, ete. ;
mais l'avantage qu'il y a & passer par lintermédiaire de
contributions (41", (4], i+Kk’, ete., des divers couples de
génes, est que le résidu de non-additivité se trouve ainsi
décomposé en 2 parties, celle qui provient de la dominance
et est déja connue, et celle qui traduit « I'épistacy » et que
nous allons déterminer maintenant.

Forme symbolique de M(AA,)

[l nous suffira pour cela de poursuivre le calcul symbo-
lique du chapitre précédent. Reportons-nous a l'expres-
sion (6a) (p. 58) dans laquelle nous supposons que :

& &, B 5 sl
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sont remplacés par :
I"'v f! i) l“-l ] f'lu ;

(Nous désignons maintenant par des caracteres surlignés ces
quantités, qui n’ont qu’une signification symbolique, pour les
distinguer des effets ajustés k, j, i, ete., déterminés au début
du présent chapitre.)

~ Nous avons vu que dans cette expression le coefficient de
k j,, représente la probabilité pour que H=k et H,=j,. Si
nous considérons 'expression analogue relative au couple de
génes K, expression que nous écrivons immédiatement, en
accentuant simplement toutes les lettres de (6a), et que nous
désignons par (6’a), le coefficient dans cette expression de
;" 'y par exemple représente de méme la probabilité pour que
K=j" et K,=1i',. Donc, par suite de l'indépendance des divers
couples, la probabilité pour qu’on ait a la fois H=k, K=J’,
H,=j,, K,=i', (¢'est-a-dire qu'on ait A=ay, et A;=ay) est
le produit des 2 précédentes, c'est-a-dire le coefficient de
kj, j 'y dans le développement du produit de (6a) par (6'a) ;
si on multiplie ce coefficient par aga,,, on obtient un des
termes qui constituent M(AA;).

Nous voyons maintenant comment déterminer M(AA,), et
par suite 'expression (4') (dont d’ailleurs nous est inconnu
seulement le dernier terme M(EE,)): nous formerons le pro-
duil de (6a) par (6’a), el nous y remplacerons :

2P =i’ et 4% =iy par ay
\ Bs'W=ij' et s Fy=0]) par ayp
(8) 252 =ik’ et %52 =i_h:-'_1 par ag
st'2 =ji° et shl'®=j, i’y par ag

Calcul de M(AA,) et M(EE,)

Ecrivons donc ce produit, en y supprimant les indices 1,
puisque les remplacements a effectuer sont les mémes sur les
lettres sans indice et sur les lettres avec indice 1 :
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[(pl+q8)%(p't' +q's' )2 P+(r+¢) | pql (pt+qs)(s—1) (p'T' +q's")2]?
+p'¢ (Pt +q's")(s'—')(pt+¢s)]* |
+rz | prg*(s—1)3(p'l +q's )2 12 +p %2 (s"—V')¥(pt+¢s)® ]|
+(r+2)%pqp'q’ [(pt+gs)(s—L)(p’t +¢'s’)(s'—1') |
+(r+2)repap’q’ | pal(s—)3s—) (P’ +4's) ]2
+p'¢ [(s'—L)*s—1)(pt+qgs)]* |
+r2:2pigip g ¢ (s—2)}(s'—1')2]?

étant entendu alors que le carré de chaque crochet ne peul
étre ellectué qu'une fois faits, dans le contenu de ce crochel,
les remplacements (D).

En faisant ces remplacements dans le premier crochet, il
devient M(A), quantité que nous supposons nulle. Alors
I'expression de M(AA,) s'annule bien quand r=;=0, c’est-
a-dire quand A et A, sonl indépendants.

Les termes suivants, en (r-¢) et en rg, s'expriment unique-
ment a partir des contributions additives 1, j, k, ', [’, k',
fournies par (2”).

Il résulte en effet des équations (27') qu’on peut, au lieu de
remplacer par les a, remplacer (p’t4-¢'s’)® par i, sl(p’l+q’s’)?
par j, ete., ce qui donne :

(r42) | pgl—pi+(p—9)j+qk P +p'q¢ [—p'i' +...]*,|
+re | pPr(k—2j+10)2+-p"%' K +...)2 |

On reconnait la 'expression (6b) du chapitre précédent,
qui représente M(HH,), el I'expression analogue pour
M(KK,). Nous avons donc la I'expression des 2 premiers
termes de (4'). L’expression du dernier terme de (4'), M(EE,),
qui fournil la corrélation cherchée entre les résidus « depis-
lacy », esl donnée alors par les 3 derniers lermes de (7). Par
suite ces termes ne doivent dépendre que des valeurs que
peuvent prendre ces résidus, soit ey, =a,,—i—1', ejy=a,,—i—’
etc., et non des valeurs i, j,.. des contributions additives.
Cela nous permet de simplifier I'expression de ces termes, en
supposant que les a se réduisent aux e, c'est-d-dire que les
contributions additives sont nulles : i=j=k={=]"=k"=0;
c'est-a-dire encore, d’aprés (2), en supposant nulles les
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6 quantités telles que p'%ay,+2p’'¢’a;,+q'%a,,; ceci revient
évidemment & supposer, dans notre calcul symbolique, que :

g | PTG TR =0
U p?it2pqj+q2 k=0

Done, sous cette nouvelle hypothése, la formule (7) doit se
réduire (H et K étant alors certainement nuls) aux seuls
termes traduisent I'epistacy, c’est-a-dire aux Lrois derniers
(cela se vérifie unmédmtement) Et la forme de ceux-ci se
simplifie en y éliminant j et j° par les relations (8). Les grou-
pements qui y figurent deviennent alors :

(pt-+gs)(s—1) = (g*k—p?i) [2pq
(s—)2=(pi+qk)/pq

el de méme pour les quantités accentuées.
La formule (7) se réduit donc alors & ;

M(EE,)=((r+5)*/16pgp'q’)|(¢* k—p?i)(¢'2 k'—p"* ) ]2
(9) +(r+p)re i (1/4pq) [(qu‘—p* 1)(p’ i -{-_ qK)]
+(1/4p'¢’)[(q ’W—P‘*t Npit+qk)]*|

+(r?pap’q ) [(pi+qk)(p’ ' +q' k') ]*

étant entendu que les a sont supposés réduits aux e, c'est-
a-dire qu'une fois effeclués les produils qui figurenl dans
chaque crochet, on y remplace maintenant i\’ par ey, i k' par
€3, ki par eg el kk' par egs.

L’effet de I'epistacy est alors exprimé en fonction des
4 résidus ey, eg, €y5, €35, qui, comme nous l'avons signalé
p. 63, sont les 4 paramétres arbitraires qui caractérisent
'epistacy.

Applications :
Nous obtenons alors facilement les corrélations pour les

types simples de parenté.
La corrélation pére-fils s’obtient en faisant r=1 et ;=0
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(puisqu’un de leurs 2 génes leur est commun, les autres étant
indépendants). (9) se réduit alors & son premier terme, et on
obtient le résultat donné par Fisher (Ed. p. 409) :

(10) M(EE,)=(1/16pqp’q’)[p?p *e1—p%q te15-¢p 2eqy +q2q 205, |*

On voit que, contrairement & ce qui se passe dans ce cas
pour le résidu de dominance, la corrélation entre E et E,;
n’est pas nulle.

Pour la corrélation anceslrale, on a, r=(1/2)"1, =0, el
par suilte M(EE,) est la [raction (1/2)2"—2 de la forme (10).

M(EE,) décroit donc plus rapidement, quand n augmente,
que M(HH,)+4+M(KK,) (qui décroit comme (1/2)", d’aprés
p. 51). La relation entre les corrélations ancestrales succes-
sives perd donc sa simplicité,

Pour la corrélation entre oncle el neveu, enlre cousins ger-
mains, enlre cousins quelocnques, on trouve encore la fraction
1/4, ou 1/16, ou (1 /2)¥*+p) de la forme (10). D’une facon
générale, en désignant cette forme par F, on a pour la corré-
lation entre individus apparentés par I'intermédiaire d’un de
leurs parents seulement (;=0) :

M(AAy)=(r [2)[M(E?)+ M(K?)]+r2F?

Nous voyons donc que la corrélation entre oncle et neveu
est encore identique a la corrélation grand-parentale (r=1/2)
et que la corrélation entre cousins est identique a la corré-
lation ancestrale comportant le méme nombre d’échelons.

Cas d'individus apparentés paf leurs 2 parents

Pour avoir la corrélation M(EE,) entre des individus
apparentés a la fois par leurs 2 parents, il est commode de
revenir &4 la forme (6a), que nous pouvons écrire en laissant
de ¢Oté son premier terme qui n’intervient pas dans M(EE,),
et en éliminant j, j°, j;, /'y, & 'aide de (8) :

(pq [4)} kky[(r+2)g? [p2+4req [p]+1 iy [(r+2)p? /g2 +4rep [q]
(11) + (i ey + i) (4rp—r—p) |

[}
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~1
(A

expression qu’on doit alors multiplier par la forme analogue
accentuée, pour faire ensuite les remplacements indiqués
plus haut. On obtient ainsi M(EE,).

Dans le cas de la corrélalion enlre fréres, cela nous donne,
puisque r=p=1/2, et en supprimant I'indice 1, inutile ici :

siree,=(1/16pgp'q’) (¢* K2+-p® i®) (q' k24 p’® i)

ce qui fournit, en faisant les remplacements, l'expression
donnée par Fisher :

M(EE,)=(1/16pgp’q’)(pp’*e*1+p*q *e*15+4°p %% +4°¢ Pe%ss)

Cette méthode fournit une expression commode pour la
variance due a Uepistacy, M(E?). Il suffit pour cela de sup-
poser que £, correspond au méme individu que E, c’est-a-dire
que r=z=1.

['expression (11) devient alors :

(pq [4)[2k ky(q [p®)(q+2p) 21 i3(p [4*)(p+2q) +2(i ky -k iy) ]
et, en multipliant par l'expression analogue accenluée el
faisant les remplacements, on trouve l'expression de la
variance en fonction des 4 parameétres arbitraires e;q, ey,
e3y, €33 ; c'esk I'expression qui a éLé donnée par Fisher (Ed.,
p. 409).

Pour les doubles cousins (r=z=1 /4), la forme (11) devient :

(pq [4)[(k &y [4)Rq+p)a [p*+(i iy [4)(2p+q)p [q>—(i ky+k iy) [4]

ce qui donne pour M(EE,) une expression trés analogue a
celle de la variance.

Nous voyons donc que, dans la corrélation entre appa-
rentés, le terme correspondant & I'espitacy a des expressions
trés diverses suivant le Lype de parenté envisagé. Il a été
calculé pour les Lypes les plus simples par Fisher, toujours
par la méthode de la table d’association entre phases. Mais
la méthode générale que nous avons employée fournit son
expression pour n’importe quel type de parenté. Et surtout
elle s'étend, sans difficulté autre que la longueur des for-
mules, au cas ou I'on considére plus de 2 couples de génes.
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Généralisation : cas de 3 couples

Considérons maintenant 3 couples par exemple, d’effets
partiels H, K, L, et d’effet global G. S'il n'y a pas additivité
des effets partiels on a G=H+K+L+E, le résidu E prenant
des valeurs ey, =@y3,—1t—1i'—1, eys=0a5—i—1'—jf, etc.

Nous avons vu que l'ajustement de E par (C) entraine la
relation (4) :

M(GG,)=M(HH,)+M(KK,)+M(LL,)+M(EE,)

et nous obtenons I’expression de ces différents termes toujours
par le méme calcul symbolique. Il suffit de partir de la
forme (6a) relative au couple H, que nous écrivons pour
simplifier :

(6a) a8(r-+e)+re

et de la multiplier par les formes analogues relatives aux
2 aulres couples, que 1 nous obtenons en récrivant la précé-
dente avec des p, g, i, j, k, accentués, ce que nous repré-
sentons par :

2 +8" (r+e)+y re
1”—{—?;”(1‘—{—‘9)—1—‘{”1:

Le raisonnement fait pour 2 couples (p. 68) se généralise
immédiatement : on obtient M(GG,) en effectuant le produit
de ces 3 formes et en y remplagant i i’ "' (et iy i’y i) par ayy,

i1 " par ay, etc. Si nous représentons entre crochets les
résultats de ces produits symboliques nous avons :

M(GG,)=[az'2"]4+(r+p)S[aa’s" |+ reX[22'y" ]
+(r-+#)°S[o'” 1+ (r+o)reSlat'y " 1+ ot [ar'y ]

(12) +(r4p)3[BR'8" 14 (r+2)2re2 (18’3
+{r+p)r i y'8" |- rePlyy's "]

3

les ¥ étant étendues & tous les termes qui se déduisent par
permutation des accents.
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Int.erprét.atibn des différents termes

Comme page 69, on voit que le premier terme :

[aa'a” |=[(pl+-¢s)X(p'l' +¢'s’)*(p" 1" +q"'s”)*]*
représente le carré de M((G), quantité que nous supposons
toujours nulle.

De méme les 2 termes suivanls ne font intervenir que les
contributions additives des différents couples. En effet ces
contributions sont définies par les équations (2”b) qui
donnent par exemple :

i""=symboliquement "'%(pl+q¢s)%(p't'+q’s’)?

!')!:s)!i)!(pt+qs)2(p$£!+q‘sl)2’ eLc‘
d’ou les coefficients de (r4-7), par exemple

[xx)ial)J=p‘.‘lq))[(pi+qs)2(pizi_]_qls!)ﬁ(pﬂf!!+q!)s!))(s$!_'i!!)]2

:p”q”[_‘p”i,,"t"(p,?"—\(I”)f”+q”k”:|a=M(L2)/2

On a de méme pour les coefficients de rp, la forme :

(a2'y" ]=p"2q "2 [(pl+s)*(p'Y +q's')¥(s"—1" )2 ]*
=p” 2 (k" —2" i) =M(d""2)

Les premiers termes de (12) s’écrivent donc :
((r+4e) [R)EM(H2)+rs2M(d?) c'est-a-dire XM(HH,)

Nous voyons donc que les termes restants, ceux du
degré > 2 en (r+¢) et en rz, représentent M(EE,).

Indications générales et conclusion

Dans le cas de non-additivité entre un nombre quelconque n
de couples de genes, on voit immédiatemenl comment se
généralise I'équation (12). On fait le produil symbolique de n
formes analogues & (6a), et le 2¢ membre de (12) est alors un
polynome de degré n en (r-+;) et rp.
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[’expression des corrélations usuelles se complique donc
quand n croit. La corrélation ancestrale par exemple (;=0)
dépend de toutes les puissances de r jusqu’a la nme, Mais il
est intéressant de souligner que la corrélation entre 2 indi-
vidus ne dépend, quel que soit leur mode de parenté, que
de r et de ;.

Il en résulte que les coelfficients de corrélation enlre oncle
el neveu et entre grand-pere et petit-fils doivent toujours
étre les mémes (dans les 2 cas on a r=1 /2, ;=0); plus géné-
ralement, la corrélation est la méme avec un ancétre quel-
conque qu'entre des cousins du méme ordre (r=(1/2)"1,
:=0).

Nous voyons que I'égalité respective des corrélations en
ligne directe et en ligne collatérale, que nous avions déja
signalée, subsiste encore dans le cas de l'epistacy la plus
générale.

Elle est caractéristique du « random mating » el disparait
dans le cas de 'homogamie.






CHAPITRE V

LES CORRELATIONS USUELLES
DANS LE CAS DE L’HOMOGAMIE

Examinons maintenant comment I’hypothése homoga-
mique de Fisher modifie les corrélations obtenues dans le
cas du « random mating ». Les méthodes de calcul deviennent
alors bien moins simples, du fait de la liaison que I’homo-
gamie introduit entre tous les couples de génes. Pour obtenir
des formules 4 peu de paramétres, utilisables pratiquement,
il nous faudra faire diverses approximations.

Approximations introduites

Nous supposerons que 1’homogamie est faible, c’est-a-dire
que le coefficient de choix . esl pelil, de sorle que nous puissions
négliger son carré. Cela revient & supposer que la fréquence
d’accouplement [1,[T,(1+nz,x,) de 2 individus de valeurs x;
et z, est voisine du produit I1,[1, des fréquences de chacun
méme si z; et 2, ne sont pas petits. Nous admettons done que
des écarts notables du caractére chez les 2 conjoints ne modi-
fient que peu la probabilité de leur accouplement ; ainsi est
précisée la portée pratique de notre hypothése.

(Nous utiliserons en outre I’hypothése déja faite p. 17,
d’aprés laquelle le nombre n de couples de génes est tres
grand, la contribution de chacun d’eux étant petite par rap-
port & 'ordre de grandeur de leur somme ; avec plus de pré-
cision, nous supposerons 7 /n négligeable.)

Déterminons alors des valeurs approchées des fréquences
(14), (15), (16), du chapitre I; leur partie principale est
évidente :

(111)=pp’p"' +0(n), (111)=p?p'2p""2+0(n), etc.
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Mais nous voyons que dans le coefficient de 7 figurent des
quantités telles que X,00, X140, X111, ete. 1l faut alors déter-
miner la partie principale de ces derniéres. Nous avons :

(100)x405 = (100)i +((200) /2)j +(110)" +-(120);" +
(130)K ++(101)i” +(102)]” 4 (103)k”" +-...
en posant par exemple : (110)=(110)+4-(210) /2

l.a partie principale de (100)x,0, est donc fournie par les

2 premiers termes, Pi-+0j, car d'apres les conditions (17),
p Y] p
les autres ne sont que de 'ordre de % :

Xio0=(Pi+0j) [p+0(»)
de méme Xos0= P'£'+Q’j' /p’+0(%)
eb (110)x,,0=(110)i+((210)/2)j+ (110)i" +((120)/2)7’+{(111)i" +
(102)]" +(1A3)k" +...=p'(Pi+0j)-+p(P'¥'+0'}')+00)
On voit. done que, en posant comme p. 29 :
Xi00=1", Xo1o=1", el
(avec les relations p7 +¢S=0, etc.), on a :
Xuo=T+T'+0(2) et aussi X;30=T+S"+0(2), etc.
de méme on aurait : =, =T+T'+T"+0(3), etc.,

et nous avons alors :

(14%) (110)=pp’ (1 +0.TT")

(15") (111)=pp'p”’[1+u(TT'+TT"+T'T")] +0(»2), etc.

et

J=p*p’ (1 +1(T+ T2 4-20TT" | 4-0(12)

)=2p%p’¢' [1+0(T+T')(T+S")+1TT' +1TS’] +0(22)
)=4pap’ ¢’ [14+n(T+T")(S+S")+1TT +1SS’] +0(».2)

s (11
(16%)4 (12
’ (22
eke.,
Remarquons que ces équations nous fournissent les valeurs
approchées adoplées par Fisher pour ses coefficients f.

En eftet :

(11)=PP'(1+f3,) =p*p’*(1 +f1; +1T?4+1T°%) 4-0(a?)
d'on f;;,=4TT" (équation XXI de Fisher)
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de méme :

(12)=2PQ'(1+£15) =2p"p'q'(1 +-/1a+2T* +0.T"S") +-0(a*)
d'ott fi,=(T+T1")8" +2TT' +0(»2)
ete.
Nous avons donc maintenant les expressions, quand »* est
négligeable, des probabilités et des coeflicients d’association.

Réle de la dominance;
ajustement par moindres carrés

Considérons la contribution H d’un couple de génes (va-
leurs i, j, k, avec probabilités P, 20, R). Comme au cha-
pitre I1I, nous décomposerons H en 2 parties, 'une H prenant
les valeurs i=2{, j=t+s, k=2s et correspondant aux contri-
butions additives des 2 génes (H=JC+dJC"), autre d étant un
résidu qui traduit 'effet de la dominance. Nous déterminerons
encore ce résidu par une condition de moindres carrés. Mais.
cette fois, les différents couples de génes H, K, etc., n'étant
plus indépendants, il est naturel de ne pas ajuster séparé-
ment H & I/, K 4 K, etc. Nous poserons encore :

e=SH=SH+Sd=z+D

1

et nous déterminerons £, s, I, ', ete., de fagcon que :

M(D?) soil minimum (condition I')
Or M(D®)=(111...)(i 40" +4..—20—21"..)2 4+
(RI1.) 4+ + . ——s—20—.. )2+

(311...)(k+i' 4. —2s—2P...)3 +
(121 )i+ 4. —Rt—'—g’.. )0
(O i+ — gt —g— P
(321..)(k+j'+..—2s—1'—s"...)2

+ ete.

En annulant les dérivées partielles, on obtient, relative-
ment & chaque couple de génes, 2 équations. On a par
exemple, par rapport & s et 1:

J
(1) ot [M(D?*)] =2(111..)(xy33—2y34) +(211)(Zg11—2211) +
R(121)(®191—2191) + (221 )(€g91—2991) +.. =0
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en désignant par xim, et zinp, pour abréger, les valeurs de
x el z pour I'association correspondante de couples.

On voit que cela peut encore s'éerire, avec les notations de
p. 26 et 27 :

2(100)(99—2100) +(200) (230—2200) = 2(100)(X100—Z100) =0
ou encore p(T—T)=(PI1+0J)—(PI+0dJd)=0

Jd .
et de méme a parlir de 5% [M(D?)] :
7(S—S)=(0J +RK)—(Q0J+RK)=0

les quantités soulignées élant celles qui correspondent & H,
par exemple :

(2) T=i+3'P'(1+£,,)i' +20'(1 +£15)i’ +R'(1 +f15)K, etec.

Les équations qui délinissent notre ajustement sont done :

PI+0QJ=PI1+0J
\ 0J +RK =03 +RK

{ PI+QP=PT+Q'J
‘ 0'J'+RK' =03 +RK’
ele.

(3)

Ces équations ne sont pas indépendantes, car en les ajou-
tant 2 & 2 on trouve chaque fois la méme équation :

PI+4+20J3 +RK=PI++20J+RK=0 (équation (19), chap. I)

(cela peut aussi s’écrire, d’apreés (2) :

\

(4) XPi+420j+Bk=0 c'est-a-dire Spi+qgk=0)

Résolution approchée du systéme (3)

Nous allons résoudre ce systéme quand % est petit. (On
peut montrer que, si % n’est pas supposé petit, la solution
peut comporter une certaine indétermination.)

Pour cela, au lieu de déterminer directement i, j, k., etc.,
nous introduirons les résidus de dominance :

p=i—1i y=[—j h=h—k, elbe.
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A partir de ces quantités, on a :

P(I—I) =Py +3'(11)p +(12)0’ +(13)0° .
20(J—J) =20 +3'(21 )’ +(22)v’ +(23)0’, etc.

La premiére équation (3) devient alors :
Pu.+0u+4%'(11)p"4(12)s"+(13)0" =0

(que nous écrivons : (3') Pp+Qv=—A
On a: A1)=(11)4(21) R=pp (1 +-22.TT" +1T'?)4+0(%2)
d'aprés (167)

(12)=(12)+(22) 2=2pp’q' (1 +1S(T+T")+»TT")+-0(»?)

(13)=(13)4(23) [R=pq’¥}1 +21TS’2+1.8’%) 4+-0(»2)

ce qui nous permet, en tenant compte de ce que, d’aprés (4),
EPu.+20u+Re=0, et de ce que ¢'S’=—p'T", d’évaluer A :

A=2.pTE'p’T'[(p’p' +¢'")—(p’s" +4'0")] +0(»2)

La 2¢ équation (3) s’écrit de méme :
(3") Ou+Rhy=—Ag avec Ag=—A+40(22)

Nous n’avons plus qu'a chercher 'ordre de grandeur de A.
Pour cela, remarquons que (3’) et (3") s'écrivent, d’apres les
équations (16’) du chapitre I :

\  putqutapTi(p—u)=—A4/p
! pa+agh+npTS(s—b)=A [q+0(22)
d’ou, par soustraction :
plo—s) +q(o—9) +1[pTHp—s) +9S2s—0)] +A [pg=0(x2)

On voit donc que la quantité p(p—vu)-+qls—b) que nous
désignerons dorénavant par : est de l'ordre de 7, et par

suite que :
A=%pTY'p'T’s’ +0(2?)
est. de 'ordre de 2.2, et par suite négligeable.
On a done :

{ (3) Pa-+Qu=Pi+0j—(Pi+0j)=00)
(3") Qv+ Ro=0j+Rk—(0j+Rk)=0(?)
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ce qui donne en ajoutant puis retranchant :

; Pi+20j+ Rk —=Pi+20j +Rk-+0(22)=0(»2)

(4) Pi—Rk—Pi—Rk+0(:2)

la premiére de ces 2 équations donne : pi=-—¢k (au terme
en %% prés) d'on la solution du systéme (3) :

(5)  i=q(Pi—Rk)[(pR+qP) k=—p(Pi—Rk)/(pR+qP)

a l'ordre de 72 pres, el de méme pour les autres couples.

Un autre ajustement équivalent;
analyse de la variance de chaque couple

Au lieu de faire un ajustement global en considérant
'ensemble des couples de génes, nous pouvons aussi consi-
dérer chacun d’eux séparément, par exemple ajuster H & H
indépendamment de sa liaison avec les autres couples. Alors,
au lieu de la condition I'(M(D?) minimum) nous imposons
a chaque couple la condition :

(C) M(d?) =P(i—i)2+-20(j—j)*+ R(k—k)* minimum
ce qui donne, en dérivant par rapport & s et { :

wy | PiHOI=Pi+0j
! Qj+Rk=0j+Rk

On obtient donc, a I'ordre de 2.2 prés, les mémes équations
que dans le cas de I'ajustement I'. La solution de (4") est
fournie rigoureusement. par les équations (D). Les 2 ajuste-
ments sont donc équivalents dans I'hypotheése que 3* est
négligeable. Il nous sera avantageux d’employer I'un ou
I'autre, suivant les propriétés a mettre en évidence.

Par exemple nous pouvons interpréter, comme au cha-
pitre II, I'ajustement C, en disant que M(d)=0 quand ¢
(ou J€') est fixé a la valeur s, ou {. On en déduit :

M (Hd) =M (3¢d) +M(3¢d) =0
et M(H?2)=M(H+d)?=M(H?)+ M(d?)
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La variance de chaque couple se décompose donc en 2.
Exprimons ces différentes variances :
M(H?) =Pi* 4202+ Rk*
32=M(H?)=Pi*4-20j2+ Rk*=(P 40 [2)i*4-Qik+(R+0 [2)k®
=[(P+0 [2)¢*—pqQ+(R+0Q [2)p*|(Pi—Rk)* [(pR+qP)*

Pour simplifier cette expression, remarquons que, d’apreés
le chapitre I [équation (167)] :

P=p*+s 20=2pq—22 R=¢*+2 avec  x=np?T?

On a alors pR+-qP=pq+=, el la relation devient :
M(H?)=(Pi—Rk)? [2(pq+=)

Quant a d, ses valeurs u=i—1i, h=k—k, sont d’aprés () :

w=R(pi+qk) [(pq+=) 0 =P(pi+qk) [(pg+=)
d’ou, d’aprés (4) :

v=j—j=—(Pyp+R6) 20 =—PR(pi+qk) |O(pg+=)
done :

2=M(d®)=Pp2+20:2+Ro2=
POR(QR+PQ+2PR)(pi-+qk)? [0*pg+a)t=
PR(pi+-qk)* |0(pq+=)

On vérifie aisément que cela peut s’écrire ainsi :
M(d?)=POR(i—2j+k)? (pq-+3)

Analyse de la variance totale

Revenons maintenant a 'ajustement I', et interprétons la
condition (1). Elle signifie que, quand H est fixé a la valeur {,
M(D)=0. L’ensemble des équations (3) peut donc se traduire
en disant que D a une valeur moyenne nulle chaque fois qu’on
fize la valeur d'un des termes de la somme z=H 4"+ K + K’ ..

Comme précédemment on en déduit :

M(zD)=M(HD)+M(H'D)+...=0
donc M(x?)=M(z+D)2=M(z%)+ M(D?)
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On retrouve donc encore la décomposition de la variance
globale en variance génétique et variance résiduelle.

Il est intéressant de remarquer que cetle décomposition
subsisterait encore s'il y avail un degré quelconque d’epis-
tacy, car alors la condition (1) ne serait pas modifiée, quoique
Timn ne so0it plus alors la somme des contributions des couples.

Naturellement, du fait de la liaison entre les différents
couples introduite par 'homogamie, M(z2) n'est plus égal a
SM(H?) ni M(D?) a SM(d?) ; un premier probléeme est donc
de calculer ces variances.

Calcul des variances

On a: M(#*)=M(Hz)+M(Kz)+...=3Pil+20jJ +RkK
puisque par définition x=1I quand H =i, x=J quand H =j, etc.
de méme M(z?)=M(Hz)+M(Kz)+...=SPil+20jJ + REK,
ce qui s'écrit encore, puisque 2j=i-+k, et d’apres (3) :

M(z%)=XPil +-20jJ + RkK
relation d’ailleurs immédiate en remarquant que, puisque
M(zD)=0 :
M(z2) =M (zz)=M(Hz)+M(Kz)+...
De méme :
M(D?*) =M (Dxz)=2M (dz) =X Pyl +20uvJ +RoK
Calculons en premier lieu V=M(z?), car cela peut se
faire sans approximation. Remplacons 2j par i+k.
M(z?)=Xv

en posant v=i(PI+0J)+k(Q0J+Rk)=pTi+¢Sk=pT(i—k)
Or, d’apres (2) :

PI+4+0Jd=Pi+4-0j+2'(11)i’+(13)k’
ou encore, d’aprés I'équation (21) du chapitre I-:

PI+QI=Pi+0j+pZ (p'{ +4K)+ipT (p' T +'S'K)
=Pi+Qj—(p*i+pgk)—p*T?(i—k) +3pTEp T'(i—Kk')
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en tenant compte de (4), remplacant ¢'S’ par —p’T", et intro-
duisant la somme X étendue 4 tous les couples de génes
y compris H.

Nous avons done :
v=M(H?)—(pi+gk)*—ivi{rviv
d’on V=XM(H?)—2(pi+qk)*—.Xv2+,V?

Remarquons maintenant que nous pouvons négliger le
2e et le 3¢ terme, car d’aprés (4) pi+¢k est de I'ordre de 7.2 ;
et v est de 'ordre de V /n, et par suite Xv2 de 'ordre de V2 /n.
Done :

(5) M(22) =V =X M(H2) +2.V2+0(24)+-0( /n)

L'effet de I'homogamie est donc d’augmenter la somme des
variances génétiques partielles de la quantité wV?2, sensible-
ment.

Calculons maintenant V' —=M(z?%).
M(z?)=Xv en posant v=Pil+20QjJ+RkK
Or on peut éliminer J par 20J=—PI—RK, et on a, en
combinant les équations (18) et (1) du chapitre I :
I= i+E’P’(‘q_f")fu_B’(f"_k’)fls
K=k+X'P(i'—J') f—R'(]'—K') f3
D’ou en remplagant, & l'ordre de 2% pres, f,, par 4L.TT",
fis par 4TS, etc., et en remarquant que P’=p'24-0(r),
R =q¢24+0(2) :
®) [=i+O T2 p'T'[p'('—]) +q'(7—K')] +0(:%)
{ K=k+8SZp'T'[p'(i'—)")+¢ (f —k')] +0(x?)
Or  pT[p(i—f)+e(i—k)]=pT[p(i—i)+9(—k)] +pT¢
=pT(i—k)/2+0(») d'aprés p. 81
=v [2+40(n)

donc la quantité X' qui figure dans 1 et K peut s’écrire :
(V—v) [2+-0(2)
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et nous pouvons alors exprimer :
v=PI(i—j)—RK(j—k)
=Pi(i- )~ Rk(j~ k) +40[PT(i - j) - RS(j ~ k)] (V ~v)/2+0(A}?
=M(H?)+xwV—iv2+0(22)
Dot :
M(2?) =V =2v=3XM(H?) +AV2—)Zv240(12)
=YM(H?)4-2V24-0(22)4-0(} /n)

La variance totale globale est. donc augmentée de la méme
quantité AV? que la variance génétique globale.
Calculons alors M(D?).
(8) M(D%)=M(z?)—M(z?)=XM(H?)—EM(H?)+0(22)
=Y M(d?)+0(32)

La variance résiduelle totale est donc la somme des va-
riances résiduelles partielles (a I'ordre de A* prés).

Ce résultat peut naturellemenl se retrouver directement.
On a :

;M{D2)=£P1(p.—u)—ﬂx(u—ﬁ)
et d’aprés (6) :

=S M(d?) +4M[PT(3—v)—RS(s—8)]"(....) +-0(a2)

or la quantité entre crochets est équivalente & plg, el est
done de l'ordre de 7.
Qu, d’une autre fagon, a I'aide de (3’) et (3") :

M(D?)=2E(—0u)(I—2J +K) +0(3*) =E(—v)(p +q ) +0(*)
c’est-a-dire, d’aprés (6) :
M(D?)=2(—v)(pi+qk)+0(a2)=2M(d?)

Corrélations entre conjoints

Ces corrélations se déterminent aisément a l'aide de la
formule du choix.
Nous désignerons toujours par des lettres surlignées
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(H, z, etc.) les aléatoires relatives au conjoint de I'individu
considéré.
.-'W(HE)=PP’££'(1+lH’)+‘2PQ'Ej'(l+}.IJ’)-|—...
+20P' (1 4+2J 1) +...
=o'’
de méme M(Hf-?)z—}.v‘, d'ou :

M(xz)=SEM(HK)=n(Sv)2=71V?

Le coefficient de corrélalion entre x el X, que nous désignerons
par m, est done : u
m=M(zz) V=1LV

(c’est ce que Fisher désigne par p).

Nous pouvons d’ailleurs remarquer que la formule du choix
entraine une régression linéaire de H et de x par rapport
A &, car on a : sl x est fixé :

M(H)=Pi(14+1Iz) +20j(1 +rJz) +Rk(1 +1Ka) =hvz

et M(z)=XM(H)=1Va

De méme M(HK)=PPii'(14aIl')+....=wvV’
puisque v=Pil4-20jJ + RkK
done M (zz) =33 M(HK) =7(2v) =1v?

el le coefficient de corrélalion enire z el z, que nous désignerons
avec Fisher par A, est :

A=M(zz) V=1V =2*m

2% désignant toujours le rapport V/V =M/(z%) /M(a?). (C'est
ce que Fisher désigne par C,.)

A est inférieur & m, §'il y a dominance (cela Lienl a ce
qu’alors le choix des conjoints ne dépend que de leur « phé-
notype » x, et retentit plus faiblement sur leur « génotype » z.)

On peut aussi chercher la corrélation entre x et 'z :

Quand x est fixé :

M(H)=Pi(1 4+-1lx)+20j(1 +-rJz) + Rk(1 +1Kx) =iva
et M(z)=2M(B)=1Vz
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La régression de z en x est done linéaire, et le coefticient

de corrélation est :

M(az) NVV = VV

Corrélation pére-fils (en ne considérant chez le fils
que des contributions génétiques).

Si nous supposons lixées les constitubions généliques de
2 conjoints, c'est-d-dire l'ensemble des aléatoires H, H,
K, K, etc., le raisonnement fait au début du chapitre II est
encore valable el nous fournit pour les contributions géné-
tiques chez un de leurs enfants, les valeurs moyennes :

ME)=HR+H]2 M(z)=z/2+z/2
(en affectant de l'indice | les aléatoires relatives a l'enfant).

On a alors : M(xz,)=wxz [2+xzz [2 d’0u, pour des constitutions

génétiques quelconques des parents
M(xz,)=M(zz [2)+M(zz [2)

La corrélation entre = et z; est donc immédiate, car on a
la 2 termes égaux, l'un a M(z?) /2 d’aprés p. 83, I'autre
a 2 V'V d'apres ci-dessus :

M(zzy)=V(140V) [2=V(1+m) [2

On a aussi :

M(zz,)=M(22 [2)+M(zZ [2) =V (1 +1V) 2=V (1 +A4) ]2

Mais cette méthode simple n’est plus applicable si on

considére chez l'enfant le caractére « phénotypique » @, el

non plus le caractére « génotypique » z;. On a :
M(z2,) =M (xz,)+M(zD,),

et il faut étudier la corrélation de I); avec z, ce que nous
allons faire maintenant. Nous montrerons qu’elle est négli-

geable.



L'HEREDITE MENDELIENNE GENERALISEE 89

Tables d’'association des facteurs du pére et du fils
On a M(zz,)=X3XM(HK,)

Il faut donc déterminer les probabilités d’association entre
couples de génes du pére et du fils ; nous les obtenons grace
d la formule du choix. Par exemple la probabilité [11] pour
que H=i, et K ,=1i" s'oblient ainsi :

Les valeurs i et i" pour H et K, sont obtenues nécessaire-
ment dans le cas ol : H=i, K=i', K=" ; elles sont obtenues
avec la probabilité 1/2 dans les cas ot H=i, K=", K=1{',
et o H=i, K=i', K=j'; avec probabilité 1/4 dans le cas
ou H=i, K=j', K=" ; et ce sont la les seuls cas ou elles
soient possibles ; en exprimant les probabilités de ces cas par
la formule du choix, on a :

[11] =(11)%P" (1 [2)(12)% P (1 /2)(11)%20" +
L(1 /4)(12)%20" =(11)%p’

cette relation, a rapprocher de celles du chapitre I, p. 26,
exprime que la probabilité cherchée est le produit symbo-
lique des probabilités des associations de génes de chaque
conjoint qui fournissent le résultat cherché.

On trouve des expressions analogues pour les quantités
[12], [13], ete. Nous les transcrivons dans la table 4 9 cases
suivante, ot chaque case contient la probabilité pour que
soient réalisées a la fois la téte de ligne et la téte de colonne
correspondantes :

K,= i i I3

i (11)%p’ (12)%q’ +(13)%p’ (13)%q’

H= I (21 )%p’ (21)kq’ ++(23)*p’ (23)%q’

k (31)%p’ (31)%q" +(33)%p’ (33)%q’
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1l nous faut également la table d’association entre H et H,
qui s’obtient trés simplement : la probabilité pour que
H=i et H;=i est PxP-|(1[2)P*20=P%p, etc., ce qui
fournit :

H,= i i Je

& i Pxp Pxq 0
H= < I Oxp 0 Okq
D 1o

Ces tables nous permettent naturellement de retrouver les
résultats du paragraphe précédent. On vérifie par exemple que

M(zH,)=M(HH,)+X’M(KH,) est égal a v(1+1V)[R

Elles vont nous servir en outre a étudier le résidu de
dominance D,=d;+d';+... du fils.

Ordre de grandeur de M(zD,)

La premiére table nous fournit :

M(Hd'))=[(11)i+(21)j+(31)k]*(p’p’ +4q'v") +
[(13)i+(23)j+(33)k]*(p’y" +q’t’)
En prenant d’abord dans cette expression le produit ordi-

naire des facteurs, il s’écrit, en remarquant que la somme
des 2 crochets est M(H)=0 :

[(14)i+(22)j+(BL)K] X [p'(1'—>") +q'(+'—8)] =0(x) x ¢’ =0(2)

Calenlons maintenant a Pordre de %2 pres le terme complé-
mentaire du produit symbolique. Il s’obtient en mettant A en
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facteur devant I'expression, el en y remplacant (11) par
(1)@, =Pp'(I4T')+0(x), etc., et p'y’ par p'T’y’, ¢'s' par
¢'S"y'=—p'T".), ete. Il s’écrit donc :

wp' v X p'T' () —3" )+ oo X p'T' (' —9 ) =np' T2’ =0(2.2)

Nous voyons donc que M(Hd')=0(2%) esl négligeable. On
peut dire aussi que M(Kd,) est négligeable.
La 2e table nous fournit :

M(Hd,) =(Pi+Qj)*(pu+q.) +(0j+Rk)x(ps +4¢9)
=(Pi+0/)s+npT[(PIi +0Jj)(p—) +(0Jj+RKk)(s—H)]

Calculons cela a 2* prés, en remplacant ; par sa partie prin-
cipale obtenue p. 81, I par i+0(3), P par p*+0(2), T par
pi+qj+0(2), ete.

On trouve :

M(Hd,)=wpT pq| pli—j)* p—u)+qlj—F)*—n)] +0(22)

On a done :
M(zd,)=M(Hd,)+X'M(Kd,)=M(Hd,)+0(»?)

Or nous avons vu que M(zH,)=v /2+.v}V /2. Comparons
ces quantités : M(Hd,) est de l'ordre de 7.0® Si nous sup-
posons que v n'est pas petit par rapport i v, ¢'est-a-dire que
les contributions ajustées sonlt de l'ordre de grandeur des
contributions réelles, M(Hd,) est par rapport a wvV /2, de
Pordre de v /V, c'est-a-dire de l'ordre de 1/n, et par suite
négligeable.

Valeur approchée de la corrélation pére-fils

Done :

M(zH,)=M(@H,)+M(zd,) =v [2+n(1+0(1 [n))vV 2+0(n2)
M(xz,) =SM(2H,) =V(1+1V) [24+0(% /n) +0(»2)

Ainsi il résulte des approximations faites que M(xz,) se
réduit a M(zz,).
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Le coefficient de corrélalion pére-fils esl alors :
M(zzy) [V o V(140V) RV =3¥1-+4m) /2

(Vest l'expression fournie, sans démonstration effective,
par Fisher.

Corrélation entre fréres; formule générale

Nous désignerons par les indices 1 el 2 les aléatoires rela-
tives a deux fréres. Nous avons a calculer M(2yx,), que nous
obtiendrons a partir de M(H,K,) et M(H,H,).

Pour caleuler M(H,K,) nous remarquerons que, si on sup-
pose fixées les constitutions génétiques des 2 parents, la loi
de probabilité de I'ensemble H,K, et celle de I'ensemble
H,K, sont alors les mémes (c’est le produit de la probabilité
de H, par celle de K, ou K,). On a done M(H,K,)=M(H,K,)
dés que l'on fixe les constitutions génétiques des parents, et
par suite aussi quels que soient ceux-ci dans la population.
On a done, pour 2 fréres quelconques :

M(H,K ) = M(H,K,)=(11)ii’ +(12)ij’ + ...

On voit que la table d'association de H, et K, chez 2 fréres
n'est autre que la table d’association des couples de génes
chez un méme individu, c’est-a-dire la table des (Im).

M(HH,) s’obliendra en considérant les différents génotypes
des 2 parents relativement au couple de génes H. Pour des
génotypes fixés, les lois de probabilité de ce couple chez 2 de
leurs enfants deviennent indépendantes, on a done :

M(H,H,)=M(H,) x M(H,)=[M(H,)?

Par exemple, si les 2 parents sont hétérozygotes (ce qui se
produit avec la probabilité 20%20), H, prendra les valeurs
i, j, ou k, avec les probabilités 1 /4, 1/2, ou 1/4 ; et il en sera
de méme, indépendamment, pour H,; on aura donc alors :

M I1,) = (i +2j+k)* /16



L'HEREDITE MENDELIENNE GENERALISEE 93

quantité qui multipliée par : 20%20, fournira un des termes
de la moyenne générale ; en déterminant de méme les autres,
on voit que cette moyenne générale s’éerit :

M(H,H,)=P*Pi®+20%P(i+])? /4 +RxPj?
+PAR0(i-+])? [A+20%20(i+2j +1)? [16-+ R*20(j+I)* /4
+ P*Rj2+20%R(j k)2 4+ R* Rk

Elle est différente cette fois de la moyenne générale de
M(H?).

En effet, si les 2 parents sont hétérozygotes,
M(H?) =1 [4+]2 |2+ Kk? |4

(au lieu de (i42j4+k)2/16); si un seul est heterozygote
M(H?*))=1i?[2+4j2 /2 par exemple (au lieu de (i+)2/4);
n’est que si les 2 parents sont homozygotes qu’on ohtient. le
méme terme que dans M(H,H,).

La différence, que nous désignerons par g, s’écrit donc :
g=M(H?)—M(H,H,)=40%P[{? 2] [2—(i+])? [4]+
40%R[j® [2+k* [2—(j+k)? [4]
+R0%20(i% [44-j2 [2+k* [A—(i+2j +k)? [16]
(9) g=0%[p(i—j)?-+q(j—k)>—(Q [4)(i—2j +k)?]

Considérons maintenant

M(H,z,)=M(H,H,)+5' M(H,K,)
ona S'M(H,K,)=¥'M(H,K,)=M(H,z,)—M(H?,)
d’o M(H,zy) =M(Hz,)—

et  (10) M(zyx,) =3 M(H,x,) =M(x2,)—Xg

Il nous suffit donc pour avoir une valeur approchée de la
corrélation de chercher une valeur approchée de g, toujours
sous les mémes hypothéses, puis de sommer pour tous les
couples de génes qui interviennent.
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Corrélation entre fréres; valeur approchée

Pour cela nous allons exprimer ¢ d’'une autre facon, en
distinguant dans les contributions i, j, £, qui y figurent leurs
parties génétiques i, j, k, et leurs résidus de dominance
w, v, 0. Si nous posons : i—j =j—k=h, et Pp=—0v=Ro=
PORC [a 0(2%) pres, d'aprés (3°) et (37)], il suffit de faire
dans ¢ :

(11) § i—j=h+p—v=h+CpR
G j—k=h+4v—8=h—CqP

Donnons quelques précisions sur ces quantités h et €. Les
résidus de dominance p, , fi sont proportionnels a €, et de
méme les contributions génétiques sonl proportionnelles
a h (car, en vertu de pi4-gk=0 et i—k=2h, on a i=2¢k,
k=—2ph, j=(q—p)h).

La variance génétique et la variance de dominance, cal-
culées p. 83, doivent donc étre proportionnelles respectivement,
a h%* et (% ; on trouve pour ces variances :

2=2h%*pq+=) 2=0C%pq-+»)POR

Si les couples de génes sont nombreux et de méme ordre
de grandeur, la variance génétique et la variance de domi-
nance globales, qui sont voisines de X732 et X:2 d’aprés (5)
et (8), sont de l'ordre de n3® et n:2. Pour que ces variances
globales soient finies, il faut que les 7 et les :, c'est-a-dire
les C et les h, soient petits, de I'ordre de 1 Vn.

On a alors en faisant dans (9) les substitutions (11):

(12) g=0[h*+22hC(p—q)+ C*(p°R2+¢*P?)—(QC?/4)(pg+2)?]
+20J[pTC(pq-+2)[2h+ C(pR—qP)]—C2(pq-+ 2)20J /4]

rappelons que x=»p2T? (p. 83), et remarquons que :

PPR2*+¢*P?=p3¢® +-.q?p* T?+0(12)
O(pg+2)*=p*® +1g*p* T?+0(»2)

On voit que (12) peut s’écrire :

(13) g=0h*+(3 [4)0p*¢*C?+14(h, C)+0(2?)
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z (h, C) étant un polynome dont tous les termes contiennent
4 facteurs tels que h, €, ou J, T, qui en sont des combinaisons
linéaires [a O(%) pres, J=j=(¢—p)h—PRC, T=pi+qj=qh] ;
il est donc homogéne et du 4¢ degré en h et C, et son ordre
de grandeur est par suite 1/n% Remarquons qu'avec ce
méme ordre d’approximation on peut remplacer dans (13)
Oh? par 2 /2 et Op®¢*C? par 2. On a donc :

g="52[24(3 [4)24+0(n [n?)4-0(2?)

D’ou en faisant la somme pour les n couples, et remar-
quant que d’aprés (b) et (8) X32=V(1—A) et Ze2=M(D?)
[a O(% /n) et O(A2%) prés] :

S g=((1—A) [2)M(z%) (3 /4) M(D%) +0(i /n) +0(x?)
En portant alors dans (10) :
M(xyx,)=((14+A) [2)M(22;) +-(1 /4)M(D?;) +0(n [n)4-0(7?)

ce qui fournit pour le coefficient de corrélation entre fréres la
valeur approchée :

f=M(z@y) [M(z%) o 3H1+A4) 2+(1/4)(1—2)

(est bien 14 encore la valeur prévue par Fisher.

Remarquons que dans les cas du « random-mating » (»=0),
nous retrouvons le résultat du chapitre ITI.

Dans le cas ou il n’y a pas dominance (3*=1), nous avons
f=(1+4A) 2, résultat qui peut se retrouver rigoureusement : il
suffit de remarquer que si on fixe les constitutions génétiques
des parents celles de 2 enfants deviennent stochastiquement
indépendantes, on a alors M(zz,)=[M(z,)]?=(z+42z)? /4, ce
qui donne, pour tous les parents possibles :

M(z,z,)

— M[(z+2)2/4] =M(22) ]2+ M(2z) 2= M(2)(1 + 4) [2
¢. Q. F. D. -
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Influence du milieu

Nous n’avons pas tenu compte jusqu’ici de U'influence sur
le caractére considéré des conditions de milieu, variables d'un
individu a P'autre.

Introduisons-les en faisant I'hypothése suivante

Le earaclére mesuré, que nous représentons maintenanl par y,
esl la somme d'une aléaloire x délerminée par la constilulion
héréditaire de Uindividu, el que nous avons étudiée en détail
dans tout ce qui précéde ; et d’une aléaloire e qui représente
Ueffet sur 'individu des conditions de milieu ; nous supposons
cette derniére indépendanle de la constilulion génélique (cela
revient & dire que les conditions de milieu introduisent dans
le caractére mesuré un terme analogue & une erreur acci-
dentelle).

Nous supposerons pour simplifier que lorigine de e est
choisie de telle facon que sa moyenne soit nulle. Alors la
moyenne de y=x e est aussi nulle.

En vertu de l'indépendance, la variance de y, que nous
désignerons par W, est : W=M(x?) 4 M(e?)=V +M(e?). Nous
désignerons le rapport V /W par C2<l).

Examinons les corrélalions enlre conjoinls. Nous avons
supposé I’homogamie basée sur la ressemblance des carac-
teres, le choix des conjoints se fait donc d’aprés les valeurs
de y. La fréquence d’accouplement, entre 2 groupes d’indi-
vidus de valeurs y et y et de fréquences I1 et Tl sera, d’aprés
I’hypothése de la page 21 : [1T1(14+ry y).

On aura done pour la population totale :

M (yy) =SEMTyy (1 +nyy) =n(ST1y2)2=7 W2

Nous désignerons par p—=»W le coefficient de corrélation
entre y el y; c'est 1a le coefficient de corrélation que I'on
mesure entre conjoints.

Les corrélations entre z et z, z et z, sont toujours fournies
par la page 87, dont tous les calculs restent valables.
En effet, pour les individus chez lesquels H=i, on a par
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définition M(z)=1 et par suite aussi M(y)=1I. La formule
du choix fournit done bien :

M(HE)=nv0' ; M(zz)=2V?; m=1V=C%,
et de méme

M(z2)=1V? ; A=3V=2m=32C%

Remarquons maintenant que, si y est fixé, on a (cf. p. 87) :

MHE)=»vy et M(z)=:Vy, dou M(yz)=)VW
Pour la corrélation parentale, on a :
M(yy,)=M{yz,)+M(yD,)+M(ye,)

Or M(ye,)=0, puisque e, est indépendant de y ; et on peut
montrer que M(yD,) est négligeable comme M(zD,).
On a donc encore :

Miyyy)o M(yz,) = M(yz) |2+M(yz) 2
=V 2+13VW 2

puisque M(ez)=0 & cause de I'indépendance, et M(Dz)=0
(p. 83).
La corrélation parentale est donec :

p=M(yy;) W C*¥14-p) [2

La corrélation [raternelle s’obtient immédiatement en
remarquant que le calcul fait pour M(x,x,) n’est pas modifié,
et que e, et e, sont indépendantes de z, et x,, et sans liaison
entre elles. On a donc M(y,y,)=M/(z,x,), ce qui donne :

f=M(yrys) /W C232[(1+C22y) [2+4(1—27) [432]

Nous voyons donc que, dans la corrélation parentale, la
dominance et I'influence du milieu jouent le méme role, qui
est de réduire la corrélation dans le rapport des variances
(facteurs C? et 22). Il en serait de méme d’ailleurs dans le
cas de la corrélation ancestrale, qui ne contiendrait aussi que
le produit C?3%. Mais dans le cas des fréres il en est autre-
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ment, & cause du terme en (1-—22). La corrélation fraternelle
permet ainsi, comme Fisher I’a souligné, de séparer ce qui
revient a la dominance et ce qui revient a l'influence du milieu.

Concordance avec l'expérience

Fisher a appliqué ces formules & Pinterprétation des ré-
sultats publiés par Pearson et Lee dans le tome II de Bio-
mefrika, au sujet de I'hérédité de certains caractéres mesu-
rables chez ’homme. Par exemple, entre les tailles, les corré-
lations maritale, paternelle, et fraternelle, sont :

2.=0,280 p=0,506 §=0,543

Des 2 premiers coefficients on tire €222=2p /(1+4p)=0.79
et f fournit alors :

(&7

2-0,76.

On trouve donc que C* est trés voisin de 1, ce qui concorde
bien avec les observations des biométriciens sur la faible
influence des conditions de milieu sur la taille. Le taux de
dominance 2% est de l'ordre de 0,75, il joue donc un role
trés appréciable, ce qui justifie I'étude détaillée que nous
avons faite des répercussions de la dominance.
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