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Une aut r e m éthode 

Signalons une auLre maniere de úémonLrer cellc formu le. 
Le srhéma de liaison entre lf et H 1 csL lí' !'Uivanl 

ll-H .;Ir H 1-l-1 1 

(2 aléatoires de ce schéma ne sonL liées stochasLiquemenL que 
par l'intermédiaire ele celles crui se Lrouvent en elles.) 

Or il résttiLe du chapiLrc préeédent que les ré!-"{ressions üe JI 
par rapporL a H et a H 1, qtli corresponden! 3 des corrélalions 
génétíques. sont linéaires. On a done, loujourll en vertu du 
théot·f>me de p. 3-1 : 

qHCIC)=r(I/H ) X r(IL'JC) 

et comme les régressíons de fl eL H en (1( sonL linéaires 
(puísque ;Je est du ze ordre) : 

t·(flll1)= t·( /l;l( ) X t•(JeH1) 

- r( HH ) X r (H ;I() X r(;JeH 1) X r IH 1 1 f 1 

=r(IlH ) r (HH1)x r(H 1Il 1) 

Done le coefficient de corrélation entre les 2 contríbuLions 
H eL ll1 esL le produit du ('Oefficient de corrélalion entre les 
partíes ¡ténétiqucs H et H 1 • par les coefficienLs de corrélation 
entre chaque contríbution el sa parlie généLique. On peul 
done dirc que la corrélation se faít par l'inlermédiaire eJes 
contribul1ons g:énéLiques H el. H 1 , mais que les <"ontributions 
mesurécs 1 f et fl1 ne fournissenL les contribuLions génétiques 
qu'avec une cet'taine erreur, ce qui a pour cffcL de diminuer 
la corrélaLion observée clans le 1·apporl t·2(flH ). Ce rapporl 
de réduction a pour expression : 

On en décluiL facílemcnL, en passant a la somme de 
les contribntions, le rapport de réduction global 

On retrouvc bien la formule ' ::>). 
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V aleurs des corrélations usuelles 

J ndiquons mainlenanl les ,·aleurs des corrélation~ usuelles 
qur <'elle formule fournit, en Lenanl comple eles rf>sullals clu 
rhAp itrr précérlcnl : 

pcre-fi ls 
grand-pcrc - pcl i l-fils 
ancrl re d'ordrt> 11 : 

drrni-frht•s : 
ontle-nc\ e u : 
c-ousin, germaws 
•·ousin~ qtwkonques 

( 1 /"2)~~ 
( 1 n)c2 

( 1 •))11;>2 
, - J 

( 1 1 ~ 2 

(1 -l)C:! 

p ):; ¡ ~:! 

l l , ·2 ¡" · t· ~ ·~:! 

R appels hihliographiques ; comparaison des méthodes 

La valeur de la t'OJTólalion anceslrale dans l'hypol.hcse 
mcndélienne, \1 /'2" ) ~ 2• n él r f<,urnie pour la premien~ fois par 
K. Pearson en 1 90:~ dans son mémoire des Philosophiral 
Tran:;actions ·20:3 :\, p. ~~3 dans un cas pnrt iculier, rar il 
élail partí d'hypothi•st's tri•s restricti,·es; il supposail qu'il 
~ avait dominant·e ~·ompli>tl:'. la rontribution j d'un couplr 
flt> genes hétérozygolf's Hant í•gaiP ~~k pa•· excmplc. 11 suppo­
sait aussi que les ront r·ibul ionl' des 11 couples de ~~\nrs avaicnl 
la mPmc imporl.am·c (i i' ... ; k = lr' = ... )eL que le:-; 3 phases 
dE' chacun se lrouvaicnt dans les proporl ions : p2 - ( 1 /4). 
·~pq - 1 /2, r¡2 = 1 / l. JI lrouvail ainsi un<> ronólation paren­
! ale de 1 13, el une <·onélalion ancestral<> tic• . 1 :3 ) 1 ·2". car 
dan:> c·e~ hypothc~es 1<' rapporl de rédudion ~2 •le\ it•nl égal 
;"¡ ·2j:3. {( 1) (ournil en eiTct i :3k. et ·2 donnE' alm·s l = s=k; 
on ,·oit. alors que .HIH 2) '2/.·2 et J/tH 2 , :3k2 • 

Dan~ un mémoitt> ull(:rieur fR.-S. prorecdings ; B ~1. 

1 ~)0\). p. ·2'25) Lrail anl IP cm; de la corrélaLion anl'cst rale el 
f'omplHé par Snow ( H.-S. proc·efdings, H H:3. 1 ~)11, p. 37) 
pour lP eas des ftcre~. oru· lc:-;. el cousins germains. Peatson 
a repris le calcul par unE' aulre méthodc; i\ a remarqué qu'i l 
:-;ufTisait de ('alculer le~ eorrélaliuns dans lera~ ou la variabililé 
dépend d'un seul l'ouplc d<' genes. et il <>sl pnrti d<> ptopot-
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tions p2 , Zpq, q2 des 3 phases ; sa méthode cousiste a construire 
pout' chaque degré de parenté, la table a 9 cases fournissant 
les probabilités d'avoir pour l'un et pour l'autre inciividu. 
2 phases déterminées; par exemple : 

AA A a (/(/ 

AA 

A a 

(((/ 

De ces tables, Pcarson el ~now déduiscnl de la maniere 
habituelle les coefficients de conélation dans le cas de la 
dominance complete (c'est-a-dirc quand il n'y a que deux 
valeurs de la contribution, !'une correspondanL a AA et a Aa 
et l'autre a aa) eL aussi dans le cas ou il n'y a pas de domi­
nance (c'est-a-dirc quand la contribution de Aa est moycnne 
de celles de AA eL aa). 

Pour la corrélation ~nf'P.Rt .rale. Pearson trouve dans le 
1 er cas 2q f( p+2q)"?." (nous pouvons facilemenL vérifier que 
~2=2q f(p+2q) , en faisant i=i dans (l ) et (2)) etdansle2ecas 
1 /2". Mais ces valcurs paraissent !'une trop faible et l'autrc 
trop forte pout· r·cndre compLe des corrélations mesurécs, 
aussi Yule a-t-il suggéré qu'on pourrait obLenir une valeur 
plus correcte en supposant la dominancc inf'omplete. Ce calcul 
plus général a été faiL par R.-A. Fisher dans l'ouvrage déja 
mentionné (Ed., p. 399), toujours suivant la meme méthode. 
mais en assignant aux contributions des 3 phases des valeurs 
quekonques i, j, k (de valeur moycnnc nulle ). 11 a ainsi 
imaginé l'ajusLemenL par moindres carrés (C), et a mis en 
éYidente le role du r·apport ~M(H2) /~M(ll2 ) qu'il appelle le 



v taux de clominance ,, -: 2 ¡-;2 <• dominancf' ratio 11) ; il a ain:-;i 
obtenu pour In corrélation par<'nL-enfanL la V<ll<'ur (1 {2): 2 

{ -;
2

• 

et pour les eorrélalion::; entre oncle eL ncvcu el entre cousius 
germains les valeurs (1 1 l ):2 f -;2 el ( 1 /8)-: 2 ¡,z, ce q ui faisail 
presscnlir' la diminution de moilié de la corrélation pour 
chaque cleg['(' d'éloignemenl, et la similitude du róle de la 
dominant"e aYec relui d ' une erTcur accidentelle dans la mesure 
du carat'Lcrc. \lais la méthodC' de Fisher. r·eposanL loujours 
sur l'étahlisscment de la Lablr ú 9 cases qui traduiL l'asso­
ciation des 3 phase:; rhez les ·2 inclividus, n'csl. pas susceptibl<' 
de gén(•r·alisnlion. Lf'::: ealnrl" "<onl laborieux rl dcviennenl 
impratic·a llle:- pour un dC'¡.p'«' de parenLé un peu éloignl•. 
Tandi; qw' les méthodes que nou!> avons indiquécs permettenl 
rle c·alnrlrr par échelons les c·orTf>lations g(•néliques, el d'en 
cléduirr le:-; cotTélations réelles par la rorrnule génér·ale : 
1'(xx1)= 1'(zt¡}x~2 valable pour n'importe quellc parenté ayanl 
lieu par l'intermédiaire d'un seul des parenl s cl'un des indi­
, •idus; el nous avons vu la rai~on profonde de l'ette formule : 
elle repose sur le fait qu'alor::. les résidu:- de dominance 
D et D 1 des '2 individus ont un coefficienl de corrélation nul. 
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2 e CAS 

CORRÉLATION ENTRE DEUX INDIVIDUS 
DONT LES PARENTS 

SONT RESPECTIVEMENT APPARENTÉS 

Données du problem e 

~upposons mainlrnanL que dlarun des parenls d'un de:; 
individus soil apparenlé a un des pa ,·enls de l'autre, mais ú 
un seul (ce qui exrluL, commc nous l'avon¡,; fait ¡·cmarquer, 
la parenLé des conjoinls entre eux, el par suite nous permet 
d'utiliser les résultals de p. 17). 

Alors, si on désigne encore par ,'JC +;JC' cLiiC 1 +<le' 1 les coutri­
buLions « génétiqucs » d' un couplc de ~<'ncs chez les 2 incli­
\'Íu us, il ~, a des liaisons stochastiqucs dé! crminées entre les 
~<'ncs qui proviennenl de parcnts a pparcnLés. pa1· exemplc 
une con·élalion r entre ;le el ~1(? 1 el un!' r-n,·réfation p enlre (11?' 

el (le' 1 , landis qu' il!) o indépendance slochasl ique entre (IC o u (1( 1 . 

d'une parl. el (fe' 011 ,"1(' 1. d'ault·e pat·L. 
fndiquon~ des mainlcnant cornmcnL se déterminenl. ,. el p. 

Désip;non!-l par H 2 eL H '2 la conl.ribution génétique du couplc 
de p;encs (·onsicléré ch{'z les 2 parents du premier individu, 
el par H 3 el H 'a cellc chez les 2 p:nents du second H 2 corres­
pondan! 3ll paren! qui fournil le gene ,"lt, H '2 a celui qui 
fournit le f!Cnc (1(', eLe. ). La connaissance des degr·és de 
paren té ele <'CS pai'Cnls UOUS foumit, cl'apr<'s le C'hapitJ·e 1 f, 
leur corrélalion génél ique, que nous désignons par ,.· pour la 
liaison H 2 - H a el par ;;' pour la liaison H '2- H ' a· Pour plus 
de clarté, I'epeésentons le st:h~rna de liaison entre les 2 indi-
viduR : ,.· 

c1(__ ~ -----H 3 



On voil rruc la liaison enLrr tic el (!1! 1 ~·obLiendra <'11 eom-
posant le¡; régresRions linéaires (qui résu ltenL du rhapi tre 1 l ) : 

Jf(H 2 = c"IC quand tlt: PSI fix(•. 

Jl(H 3)- ,·'H 2 quand H 2 esl fixé . 

. \l{;IL .) H 3 /2 quand H 3 eRl fix(>. 

lJone, d'apres ](' Lhéorcme de p. :jA: .H (,'1( 1 ) (r ' j2 )t"IC quand 
; 1( esl fixé. 

Do m· 

Exemples: 

Comme exemple:- ele ce mode de parenlr. nous avons rléj:l 
<·ilé le <·as des freres H 2 coincide alors aYec H3 • el H '2 3\C<· 

H ' 3 , done r' = p · l, r = p = 1 /'2,) f't le cas des doubles cousins 
germ ains (H 2 el H 3 sonl fr<'rcs. ninsi q11r H '2 rl H '8 , done 
r'=p' 1 /'2. r p - 1 / 1). 

Ce~ ·2 eas onl élt• étudié:- par Fisher (Ed. ) loujou r;; par 
la mélhode de la lable d 'asl'ot'iation . et il a reconnu que 
dans ces cas la réduction á faire ::;ubiJ· a la rorrélation géné­
lique pour obl e ni r In conélat.ion réelle esl moins élevre que 
dans ccux du paragl'aphe précédenl. Cela lienL, comme nouR 
a llons le voir, a ce que la conélation ,. DD1 \ des résidus rle 
dominanre ues ·?_ individus esl maintenanl positiYC, 1'1 llOJl 

plus nulle cornme clans le paragraphe précédent; or la corré­
laLion réelle r (x.r1 ) est líée ú r(DD1 ) par la relation (..J ). qui 
peuL s'f>C'rire 

r (.t.r1) =~2r(zz 1 ) +( 1-~2 .r· D IJ1 

Calcul des probabilités d' association 
des gimes homologues 

:\ous allons don<' c·al<-uler. ~ou::; les hypolheses préc1sées 
<'i-dcssus (corrélaLion:-; r et p entre les gene:-. des '2 indivirlus) 
la eonélaLion r(xx1) . el donner ainsi l'exprcssion générale des 
résullals obtenus par Fisher dans le cas particulier des freres 
et de:. cloubles <'Ousin~. 

On a : 



eL nou~ délermineron:; .\l(HH1) ú l'aide des probabililés 
d'associaLion des genes ae et ;11~. 1 , ,Je• et ;le\. que nous allons 
C'alculer rn premier lieu. Désignons-les par : 

p, = probabililt; pour que Zlc - 1 et (1( 1 

)) 

)) 

l) 

l) 

)) 

)) 

)) 

)) 

(le = i eL c'1(1 = s 

ae = s eL ae 1 = l 
il( - s el ,'1(

1
- .-: 

c'J(' - l etc'l(' 1 /, etc 

Les ,¡ probabiliLés d'associations entre ilc et c'll?. 1 peuvenl se 
('alculer en connaissant les réparLiLions marginales de ;1e el c'lc1 

tqui sont constituées a in si : valeur l avec la p1·obabili 1 é ¡1, 
eL valeur s aver la probabilité r¡ ) eL le coefficienL de cO ITf'­
lation entre ele et Je1 . que nous aYons désigné par r. On a 
en efTeL : 

p,+ p,, = p 
p.,+p., = e¡ 

p,+p., p 
Pr.~ + p$, = r¡ 

,. l 2p11 + sl(p., + p,.) + s2p., lf pl2 + r¡s 2) 

(en Lenant compte de ce que M (ile )=pl+qs - 0 d'apres 
la p. 1:)). 

Les l premieres équal ions donnent : 

et la 5e peut par suile s'écrire : 

rl'ou : 
r= pl2 +qs2- p81 (l 2- Zsl+s2 )f(p12+qs2) 

p,.= p.,.....:. ( 1- r)(pl2+qs2)f(t-s)2 = ( 1- r)pq 

(en remplaganL s par -pt fq), 
et par :mite : 

p, =p ·( 1-r)pq=p(p t rq) 
p •• =q-(1-r)pq=q(q+¡•p) 



El. on aura de nH~mc. pnur la liaison entre. ;J(' l'l c"Jc' 1. le~ pro­
babilités marginales reslanl toujours p et q : 

¡/¡, ¡/.,¡ (1-p}pq 
p'/1 p(p+pq) 
JI',,.< q(q-t ;:.Jl ) 

Forme symbolique de JI ( l-l 11 1\ 

EL rnaintenanl la ':onnaissan1·c- df' ce, probahilil ('-.; ya nous 
fournir .\1JIH1 . 

En riTeL : pom qtu• ll k el /l1 = k 1 /, 1 élanL é~al ú !.-. 
mais il nous sera utile d'affl'd<'r de l'indice 1 les conlrihuLions 
qui se 1'apportenl a ll¡ ), 

il l'aul t{ue : 
;1e s 

;J(?' -=s 
eL 

;/(1 =s, 
;Jr', = ;;¡ 

la probabilité de ce cas esl don<· : p,8p'., ce qui foumit dans 
M(Illl1 ) le tenne : p,.p'.),k1. 

Pour que H =k PL II1 j 1• il faul que 

(Jt =S 

llc'=s 
;J( 1 =S¡ 

;1(' 1 = l¡ Oll 
c'J( 1 /1 

;Jc'
1 

s, 
<'e qui fournit dans .\! /[/[1 ) les 2 Lennes (p.,¡>'., t- ¡>.1¡J',.,, )kj1. 

Nous voyons ainsi qur lous le:; termes de .U(/1//.} pourro11l 
H'obLenir· par le calcu l symboliquc suivant 

Aux différentes associaLion::; possibles : 

,1( =S 

;J(l =S¡ 

:1e .s 

:tc1= l 1 

c'Jt =l 

Je1 =s1 

nous ferons correspon,h·e 1'<''-'fHWliYemenL les quaulilt•s 1 : 
p" ss1 ; p,, s/1 ; p,., ls1 ; Jl,,il1. 

De rni\me, aux a:-;soriation!'i 
;J(.' =S 

,1c'1 =s1 , eL<'. 

nous fcrons concspondr·c les quanLités (I' ) : p',. ss1• eL<'. 
En rnultipliant une de::; quanLiLés (l) par· une des quan­

lités (!'), on obLient des termes 1 l 1) Lels quE> pal' rxcmple : 
p., p'., sl1 ss1, qui correspond ú la probabilité pour q ur (IC =s. 
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Je1 =l1 , eJe• = s, Jt'¡ = s1 . JI suffiL d'y remplacer s2 par k eL 
s1l1 par j¡ pour avoir le terme de M(Hfl1 ) qui correspond a 
ces associations. 

D'ou la méthode suivante pour former M (HH1 ) : on effectue 
le produit de la somme des quantités (1) par la somme des 
quantités (!'), éLant entendu que l'on cloit remplacer dans 
le résultat : 

puis faire k1 = k, j¡= j , i1= i. 
M (HH1) est done représentée par le produiL symholique : 

(6) (ss1p,9+st1 pst +ts¡p,s +ll1p11 )(ss1p'•• +sl1p' "' + ls1p',8 +ll1p'u) 

Calcul de M (Hfl1 ) 

Nous n'avons plus qu'a rempla(;er dans cette formule 
Pss. p811 etc., par leurs expressions obLenues n la page précé­
dente. Le preroier facteur de (6) devient alors une fonction 
linéaire de r : 

q2ss1 + pqsl1 + pqls1 + p2lt1 +rpq(ss1-st1-ts1 +ll1 ) 

c'est-a-dire 

Le ze facteur peut s'écrire de meme : 

(pt+qs)(pl1 +qs1) +¡;pq(s-t)(s1-l1 ) 

et le produiL (6) devient alors : 

(pi +qs)2(pt1 +qs1 ) 2 +pq(r+;; )(pl + qs)(s-t)(pt1 +qs1)(s1-t1) 

(6a) + p 2q2rp(s-t2)(s1-/1) 2 

Pour en déduire M(HH1), il faut dans chaque terme 
efiectuer les produits et faire les remplacements indiqués 
plus hauL, ce qui donne, une fois supprimés les índices 1 : 

(6b) M( /UI1 ) =(p2i +2pqj +q2k)2+ pq(r+p )[ qk +(p-q)j-pi)2 
+ p2q2rp( k-2j + i)2 



Le l cr term<' <'~L nul du fait du rhoix dt> la moyennc de 11 
pou1· originP (~'ondition (l )) . .H(Il/I1) doil bi<>n ulors s'annule1· 
quand r=p = 0 , c'est-a-dire qunncl les 2 individus ~ont inclé­
pendanL~. 

L e reoflici!'nl. de pqu· + p) s'écrit (Loujou•·s d'nprcs (1)) 

[(q2J,·-rp1¡j ) /1f-(p2i+ pqj fJ J2 r¡2f.;- p2i ) 1 fr¡ t l ¡p ] ¡2 ]2 
=!!lk p2i )2/'l.pc¡ 

c'est-a-dirc d'aprcs le ré~ultaL dt' p. H) : Jf(H 2) j '!pq. 
Le coefflcicnt ue rp n'e:-,1 aulrt' que .\l(d2) (\'oir p. -16). 

Cela résullr. d'aillcurs immédiatemenL de <'<' que. si 111 

r.o'incide a\' Ct' 11, (' ' esl-a-ui•·c :;i r=~ - 1. l'équation l:ib 
fournit pour ct' roeflicienl la valeur .\1 f/ 2 - H H 2' =.11 d2) . 

On a donr : 

Formule générale de la corrélation 

D'ou en faisant la somme ¡mur Lous le:> couples clr. g~nc:-; 

(il résulte du chapitre II que lt•s \aleur::. dn r· r· ' ·? Pt ~=F' ,·? 
sont les mcme~ pour Lous les couple~ de gi~nt·~. Plles sonl 
déterminées Jcs qu'on eonnalL le mode dt' pnt•cntt') : 

.W(x.c1)=~JI(Jfl11}=tH( z2)( r·+p ) ( 2 1 r,: \.1 /)2) 

par suite en divisant par \l(.r2) : 

(7 ) r·(x..z:1 ) =~2\f'+ p)/2 + r·~(J-~2) 

La quanliLé (r 1· p)/'2 =-(r' + p' )/'1 n'esL autrc (p. ll ) que lu 
corrélation génPl ique r(HH1) o u r(zz1 ) . On r<'lrou\ e bien qw' 
r (xx1) se réduil ú r{zzt.:2 quaud !' une des quantitrs r ou ~ 
est nulle. 

En comparan!. aver. (·1' ), on voil ctue 

r(DIJ 1) = r( 

I1 y a done, dans le cas généra l, une corrélal ion posiLivc 
<·uLre les résidus de dominance des 2 individus. Elle n'esl 
nulle que quand la parenté se fail par l'inlennédiaire d'uu 
seul parent. 
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Mais elle esL Lres faib le des qu' une des 2 liaisons enLre 
parents est un peu éloignée. 

Exemples: 

G'esL dans le cas des freres qu'elle esL la plus importante. 
On a alors (puisque les parents coi'ncidenL} r' =p' = 1, done 
r=p=1 /2, r{DD1)=1 /4. 

r(xxl) =( 1 /2)c2+( 1 /4){ 1-~2)=( 1 +o2) /4 = 1 /2-( 1 /4) ( 1-c2) 

C'est bien le résultaL Lrouvé par Fisher, p. 406 (o2= -:2 ¡~2, 
l-c2=•2 /~2 ) . La corrélation entre freres est done supérieure 
a la corrélation pere-fils. 

La valeur génétique est la m eme, 1 /2, mais la réducLion 
due a la dominance est moitié moindi'e dans le cas des 
freres ((1-~2) /4)). 

Pour des << doubles cousins J>, dont les parenLs sonL freres, 
on a : 

done: 
¡·' =:;'=1 /2 l'=o=l /4 . , . 

r (xx1 ) =( 1/4)o2+( 1/ 16){ 1-~2)=( 1 +3c2)/16=1/4-(3/16)(1-~2) 

La corrélation ent•·e doubles cousins est done un peu supé­
rieure a la corrélation oncle-neveu (1 /4)o2, a cause du tei'me 
en r(DD1 ) . Mais ce terme est déja faible. 

Cette formule a été donnée par Fisher (p. 407) . Comme 
Snow, il a fait le calcul en formant la table d'association des 
phases, ce qui ne permet pas de dégager la loi générale, 
chaque cas particuher nécessitant un traitement spécial, qui 
devient d'ailleurs inextricáble pour une parenté un peu 
éloignée. Nous voyons maintenant que le probléme général 
est résolu par la formule (7), pour n'importe quel mode de 
parenté, tant qu'on ne préleve que des conjoints sans parenté 
systématique. 

Comme autre application de cette formule, considérons 
des enfants ayant le meme pcre, mais dont les meres sont 
sceurs. 

On a: r'=l et p' = l /2, done r(xx1)=(3 /8)o2+ (1 j8)(1-o2). 



CONSÉQUENCES Dl~ LA ~ON-ADDITIVlTÉ 
DES GENES DANS LE CAS DU "RANDOM MATING " 

Comme nous J'a,on~ indiqué au chapitre précédent, il est 
néce!-l!'laire. pour étudicr les corrélations de caracteres condi­
tionnés par les lois de ~lende!. tle lenir compte du phénomene 
dr dominance. c'e:.l-ú-dire de non-additivité des efTels des 
'2 g(mes d'un rouple. 11 e::.l naturel de songer á une généra­
lisation de cette hypol hose. eL d'étudier le cas o u les efTets 
des dirTérents eouples de genes ne sont eux-rncrnes pas 
ndditifs. C'esL re qur Fisher a appelé l'hypoLhCse « d'épis­
la<'~ ''· ~ous allons Hlors cxaminer la généralisation de 
l'aj ustt>ment par moindres carr~s du chapitrt> précédent. 

Solution de la condition de moindres carrés 
dans le cas de 2 couples 

Considérons par exemplr 2 couples de genes, symbolisés 
par les aléatoires fl ('(. f (, JI prenant toujout·s les valeurs 
désignées par i, j, k, aveC' les probabilités p2, 2pq, q2, K les 
valeurs i', j', k', avec le5< probabilités p' 2, 2p'q', q'2• L'efYet 
résuliant du con<'our::; ele <'es 2 couples prendra, si les efTets 
parliels ne s'ajout~nt pas, au lieu des Yaleurs 

i+i' i+j' i+k' j+i' j+j' j+k' k+i' k + j' k+k' 

les valeurs quelconques : 

a u a1z ala (l2l rtz:~. a2s a31 a32 (/33 

avec les probabiliLés 

p2p'2 Zp2p'q' p2q'2 '!.pq¡)'2 lpqp'q' 2pqq'2 q2p'2 2q2p'r¡' q2q'2 

car la répartition indépendanle des diYers genes résulle 
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seulement du random mating. ct n'es~ pas afTcctée par la 
non-additivité.) 

Nous procéderons alors comme pour la dominance. Nous 
représenterons l'effet résul~ant, désigné par A, par la somme 
d'efTets particls flctifs H et K, corrigée par un résidu E : 

.1=Il+ K + E 

Les valeurs de E seront alors : a11- i-i' , a12-i- j' , etc. ; 
si les valeurs a,1 de l'effet global sont quelconques, on ne peut 
pas déterminer i, j, k, i' , j ', /,:', de fa\(on que les valeurs de 
E soient nulles ; mais on peut toujours les déterminer de 
faºon que : 

M (E2)=p2p'2(au- i-i')2+2p2p'q' (al2- i- j' )2 
+ p2q'Z(a¡3-i- k' )2+2pqp'2(a2l- j- i' )2+ ··· 

+ ... 
soit mínimum (condition (C)) . 

En efTet nous traduisons cette condiLion en exprimant que 
les dérivées partielles % a i, j , k, i' , j ' , k', sont nulles , ce qui 
donne le sysUnne : 

p2[p' 2(a11-i-i') + 2pq'(a12-i-j' ) + q'2(a13- i-k')] =0 
2pq[p'2

( a21-j-i') + 2p 'q' ( a22- j- j' ) +... ] =0 

{2) 
q2[p'2{a31-k-i')+ .. . ]=0 

p'2 [p2
( a11-i-i' ) + 2pq( a21- j-i' ) +. .. ] = 0 

2p'q'[ ]=0 
q'2[ ]= 0 

Nous avons la, pour déterminer les 6 inconnues, 6 équations, 
mais elles ne sont pas indépendantes. En efTet, si on faít la 
somme des 3 premieres, ou la somme des 3 dernieres, on 
obtient 2 fois la meme équation, qui est : 

eL qui exprime que : M (H)+M(K )=Yl(A ), c'est-a-dire que 
M(E)=O. 
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~ous pouvon:::; ~mpposer Loujours que l'ot·igine des mesures 
de l'effel observé A a élé choisif' de ielle manie1·e que sa ualeur 
moyenne soil nulle : .\[(.-l)=O. 11 en résulle alors que : 

JI 11),-,\J(K)=O. mais nou~ ne pou\'Ons en déduire que 
M(H) et :H(K) soient rhacuM nulle ; seule leur somme rloit 
ctre nullc. Cela licnt a ce que, dans chaquc Lerme de l'cxpres­
sion a rendrc mínimum figure la somme d'une valeu•· de !1 
et d'une valeur de K. somme qui ne change pas si on modifie 
simultanément les origines de rcpérage de ll et de K, de 
fa<¿on á augmenler d'une rcrlain<> quantité les valeurs de 
('une, el a dimillUCI' Je la mcme quantité les valettrS de 
l'aul re. Nous décelons ainsi la nalure de l'indélerminalion qui 
inten ient dans la solution du probleme. Elle réside dans un 
déplarement arbilraire de !'origine de H. compensé dans la 
somme par un déplat·ement opposé de !'origine de K. Nous 
pouvons alor,; nous débarrasser de ce paramCLre arbitraire 
sans inl éret. en choi!:;issant lrs ·2 origines de fa\OD que : 

( 1) 
M (H) = p2i + 'lpqj + q2k=0 
M( K) =p' 2i' +'2p'q'j' +q'2k'=O 

Des lors le systi>me 2) se résout immédiatement. Grace 
aux conditions ,1, . chaque équation fourniL une des incon­
nues : 

2") 

i=p'2au +2p'q'al2+q'2als 
i=p'2a2l +2p'q'a22+q'2a23 
k=p'2aa1 + ... 
i' =p 2a11 +2pqrt21 +q2a31 

i'=p2 al2+ .. . 
k'=p2 a13+ .. . 

Remarquons im ersement que, si on connail les premiers 
membres de (2") on peul choisir arbitrairemenl a11 , a 13• 

a31, a 33, et les 5 nutres valeurs a sonl détcrminées. L'efl'et de 
la non-additivité peut donr Hrc f·aract{>ris<', une fois ronnues 
les contributions auditive:::o, par les ré;:,idu,.; relatifs aux 1 indi­
vidus doublement. homozygot<>s. 
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Généralisation pour plus de 2 couples 

Le ca lcul précédent s'étend racilement pour l'ajuslemenl 
ele contributions addiLives JT, K, L, etr., a l 'efTeL global d'un 
nombre quelconque de couples. P lus ~énéralemenL encore, 
ronsidérons un efieL global G rés ulLanL du concours d'un 
f'Crlain nombre d 'évt'nemenLs aléatoir<'s. supposés d'ordres 
finis, el indépendanl.o; ; supposons les au nombre dr ;~ p011r 
fixcr les idées, eL symbolisons-les par les aléaLoire!:l : 

If, prenanl les valeurs h, .. avec les prohabililés 

fl ,. (1'= 1,'2 ... l )(~p.= l ) 

H ', prenant les valeurs h' . ., avec les probabiliLés 

p', - 1 ·) )( ' ' ' - 1) .~ - ,_ .. , m -P . -

f-1" , prenant les valeurs h",, avec les probabililés : 

p"1 (1 = 1 ,2.... n)(~p",- 1 ) 

\lors que TI + H' + H' ' prend des valeu1·s tellcs que : 
h,.+h'.+h", , nous supposons que l'efTet global G prend des 
valeurs quelconques Grst , mais aver le;; memcs pt·obabiliLés 
¡J ,. p'. p",. Si on pose encore : 

G-H+Il'+l-l"+E 

nous nous imposerons toujours la condilion 

(C) M (E 2) = )Jp,. p'. p",( G, .. ,,-h,.-h',-h",) 2 mínimum 
¡·.~/ 

<·ondition qui détermine de fa~on unique (aux origines de 
repérage pres) les h, h'. lt" , car elle se Lraduit par le systcme 
obten u en annulanl les l+ m +n dérivées parLielles : 

j 
~p,. p'. p", (Gr,1-h,.-h',-·h",)=0 pout· r=l,:L. l ., 

(2b) Y,p,.p'. p",( )=0 poltt' s = l,2 ... m ,., 
~ )=0 pour l= 1 :l ... 11 
r• 

t'cs ét¡uuLions ne sont pas 1 o u tes indépendanlcs, ca r· la so m me 
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des l premieres, celle des m suivantes, et celle des n der­
nieres, nous donnent toutes 3 le meme résultat : 

~p .. h,.+ '5:.p '.,h' .• + ~p",h' '1 ='5:.p,.p' .• p' ', G,.~, 
1'81 

ce qui exprime que la moyenne de l'effet global observé G 
(que l'on peut supposer nulle, ce que nous ferons dorénavant), 
cst la somme des moyennes des efTets ftctifs par tiels, que 
nous pouuons sapposer dorénauanl nulles, en choisissant conve­
nablement le repérage de chacun de ceux-l·i 

Des lors le systeme (2b) se résout immédiatement 

(2" b) 

h,.= ~ p'8 p", G,.,1 
$/ 

h'.,= ~p •. p", G,..,, 
l't 

h",=.~ p,.p'., G,.,,, , .. 

Propriété caractéristique de l'ajustement (C) ; 
analyse de la variance et des corrélations 

Les équations (2) ou (2b). ont une interprétation immé­
diate : elles expriment que la ualeur· moyenne du résidu E est 
nulle cftaque fois qu'on fixe la valeur d'une des aléatoires com­
posantes, H, H' ou H". 

(U en résulte en parliculier que la moyenne générale de E 
est nulle, ce qui met une fois de plus en évidence la co·inci­
dence entre la moyenne ele l'eiTet observé G et ('elle de l'effeL 
ajusté H +fl' +H"). 

D'ol.l les conséquences suivantes : 

Jo On a M(Ell)=O J1(EH')=0 M(EH" )=O 

Done, en clésignant par G =fl +II' +H" l'efi'et ajusté 

ave e M(GE)=O 
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D'ou: 
(3) M( G2) =M( G2) + M(E2) = 

M(H2)+M(TJ' 2) j M( TI"2)+M(E2) 

Comme dans le cas parliculier du chapiLre pr·écédenL, les 
parties addiLives et le résidu ont un coefficient de corré­
lation nul, eL leurs Yariances s'ajoutent. 

2° Si on considere un autre cffet global, G1, donL les efTels 
composanLs H 1 , H'11 H''¡, ne sont en liaison stochastiquc 
qu'avec JI, TI', I-I", respectivement (ce qui cst le cas si H 
et H1 , H' et TI'¡, etc., sonl des couples de facteurs homo­
logues chez 2 individus apparentés. dans le ras du « random 
mating >>), on a : 

(4) M( GG1)=M[(H +II' + H" +E)(H1 +11'¡ + H'"1 +E1) ] 

= M ( TI f/1) +M(II'Il' 1 ) +M(H" H" 1) +M(EE1 ) 

Car par hypothese, les termes tels que : 

M (HH'1)=M (I-l) x M (H'1 ) 

sont nuls; d'autre part on voit, en reprenanl, le raisonnemenl 
de la p. 47, que les termes tels que i\tl(HE1) sonL nuls aussi : 

E 1 ne dépend que de fl1 , //'¡, H"1 , et par suite ne dépend 
de H que par l'intermédiairc de H1 • Quand fl1 est fixé, 
J-I et E1 cleviennent indépendants, done alors M(l-IE1 ) = 

M(H) x M (E1) et le 26 facteur est alors nul par suite de 
l'ajustement (C) ; en étendant la moyenne pour toutes les 
valeurs de T/1 , on a bien encore .\lf(HE1)=0. 

Application a la non- additivité des effets 
de 2 couples de gimes 

En revenan!, a u cas du 1 er paragraphe, et considérant, chez 
2 individus apparentés. la contribution de 2 couples de 
genes, soit : 

eL 

A eL 1-l 1 sont 2 aléatoires obéissant a la memc loi ; leur va­
riance se décompose en : 

(3') 
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et leur liaison ::;e traduit par : 

(• 1' ) .U( A 2)r(AA 1) = M (A r11 )=M(H 2)t'(nn1) + M (K 2)1'(¡m1} 

+ M (E2)r(EE1 ) 

Les 2 premiers termes, qui tOITespondenL i1 la linison cnlre 
couples de genes homologues, ont ét.é éludiés au chapitre 
pré(•édent; si on les M<·ompose en la parLie génélique et la 
partie due a la dominance, on a : 

{4") Jft.·P)r{AA1)=~.\/ tH2 1'{EE1 .~Jl(d2 ,. dd1 )+M E2)r (EE1 ) 

[r tHH1)=(1'+ F /2. r(dd1)= 1'p )> 

d parallélement : 

les ~ étanl étendues aux divers couples de genes considérés, 
:-ooit 2 daos notre CU!i. 

~ous mettons ainsi en évidence, dans In variance el la 
<'Orrélation, les termes qui lraduisent le:;; t>lfi'Ls parliels indé­
pendants des genes. reux qui traduisent l'efiel de domi­
nance. et celui qui ll·acluil ce l'f>pistacy n. '\ou:;; aurions pu 
isoler d'emblée le prernicr groupe de terme:;;, en ajustant aux 
efTets globaux a11• a12, a 13• etc .. une somme de <'OnLribulions 
additives des divers genes: '2l+ 2L', 2L+s'+l', 2L+2s', ~>le . ; 

rnais l'avantage qu'i l y a a passer par l' inLermédiaire de 
~~onLribuLions i + i'. i + j' . i+lt", etc., des divcrs eouples de 
geneg, est que le ré:;;id u de non-additiviLé se 1 ro uve ainsi 
Mcomposé en 2 pal'ties. relle qui provient de la (lominance 
el f'st déja connue. et C'elle qui traduil « l ' épisLa('~ '' el que 
nous allons déterminer mainlenant. 

Forme symbolique de M (JI i l 1 ) 

Il nous sufl'ira pout· ecla de poursuivre if' ealcul 8ymbo­
lique du chapitt·e prrrédenl. Reportons-nou~ ú l'expres­
~ion (6a ) (p. 58) dans laque lle nous supposong que : 
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sont remplacés par : 

k, ¡, L' 

(Nous désignons maintenanl par des caracleres surlignés ces 
quantités, qui n'ont qu'une signification symbolique, pour les 
distinguer des eiTets ajustés k. j, i. etc., délerminés au début 
du présent chapiLt·e.) 

.~ous avons vu que dans cette expression le coefficient de 
k j 1 , représenle la probabilité pour que ff = le et H1 =j1 . Si 
nous considérons l'expression analogue relalive au couple de 
genes K. expression que nous écrivons immédialement. en 
accentuanl simplement toutes les lettres de (6a), et que nous 
~é~ignons par (6'a). le coefficient dans cette expression de 
j' i' 1 par exemple représenle de meme la probahilité pour que 
K=j' etJ{1 = i' 1. Done, par suite de l'indépendancc des divers 
couples, la probabilité pour qu'on ait a la fois fT =k, K =i', 
H1 =j1 , K 1 - i'1 (c'est-a-dire qu'on ait A=a32 et A1= a21) e~L 

le _P.!:O~uit des 2 précédentes. c'est-a-dire le coefficient de 
kit j' i' 1 dans le développemenl du produiL de (6a) par (6'a ) ; 
si on multiplie ce coefficienl par a32a21, on obtient un des 
termes qui constituent M(AA 1). 

Nous voyons maintenant commcnt délermine1· M(AA1), et 
par suite l'expression (4' ) (donl d'ailleurs nous est inconnu 
seulement le dernier terme M (EE1)) : nous formerons le p1·o­
duil de (6a) par (6'a), el nous y remplacerons : 

l 
t2t'2 ! t' et l2 l'2 -:- " par a u 1 1 =~ t_l 

l 2s'l'=ij' et l 2 ' l' . ., par a12 
(5) 

¡S 1 1 =LJ:.f~ 

l 2s'2 =Í k' et t21s'12 • J J par a13 =~~1 
stl'2 =i i' et s1l1l' 12 =it i'¡ par a21 

Calcul de M(AA1 ) et M(EE1) 

Ecrivons done ce produiL, en y supprimanl les índices 1. 
puisque les remplacements a ciTectuer sont les memes sur les 
lettres sans índice et sur les lettres avec índice 1 : 



pi +qs) 2(p'l' + q's' )2 )2+(r - p) l pq[ (pl + qs ) (s- l) (p'l' + q's' )2]2 

j- p'q' [( p'i' +q's')(s' - l')(pl+qs)2 J2 1 
+ r: l p2r¡2[ (s- [)2(p'l' +q's')2]2+p'2q'2((s'-l')2(pl+qs)2]2 ¡ 

(7) +(r+;; )2pqp'q' [( pl+qs)(s - l )(p'l' + q's' )(s'-l') ]2 

-r {r -:-? )t•ppqp 'q' 1 pq[ r s-1)2(s' l' )(p' l' + q' s') )2 
+ p'q'[ts'-1' )2 s-l)(pl+qs)]2 ! 

+ r2p2p2r¡2p' llq'2(ts-t)2(s' - l' )2 J2 

étant cnLcndu alors que le carré de chaquc crochet ne peul. 
etre eiTerl ué qu' unc fois fail.s , dans le t·ontenu ele re crorht>l, 
les remplaC'ement::> \~> 1 • 

En faisanL ces remplaet•menls dans le prcmier· nochet, il 
tlevíent .\[(A), quantiLé que nous suppo:;ons nulle. Alort­
l'expression de M (AA 1) s'annule bien quand t'=p=O, c'esl­
a-díre quand A et 111 sont indépendants. 

Les ter·rnrs suivants, en (t·+p) et en ''F• s'expl'iment unique­
ment á parLir des conlribuLion~ additives i, j. k, i', j', k ', 
fournies par (2'') . 

11 résult.e en effet des équaLions t2'' ) qu'on peut, au lieu de 
remplacer par les a, remplacer l 2(p'l + q's' )2 par i, st(p't+q's')2 

par j, eLe., ee qui donne : 

(t·+:): pq[-pi +(P-1)i + qk)2 + ¡J'q'[-p'i'+ ... )2: 
+ rp : p2q2(k-2j+ i)2+p '2q'2(k' + ... )2: 

On reconnatt la l'expre:;sion {6b) du rhapitre précédenL, 
qui représente M (I-IH1 ) . eL l'expression analogue pour 
M(KK1 ). Nous avons done la l'expression des 2 premiers 
termes de (4' ). L'expression du dernier Lerme de (4' ), M(EE1 ), 

qui foLLrnil la corrélalion rhercltée enlt•e les résidus « d'epis­
lacy >>, esl donnée alors par les 3 derniers termes de (7). Par 
suite ces terme:; ne doivenL dépendre que tles valeurs que 
peuvent prendre ces résidus, soit e11 = a11- i- i ', e12=a12-i-j' 
etc., eL non des valeurs i, j, ... des conLributions additives. 
Cela nous permet de simplifier l'expressíon de ces termes, en 
supposanL que les a se réduisent aux e, c'esl-a-dire que les 
contribuLions additives sonl nulles : i=j=k= i' = i'=k'=O; 
c'est-a-dire encore, d 'aprés (2"}, en supposant nulles les 
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() quanLilés telles que p'2a11 + 2p'q'a12 + q'2a 13 ; ccci t'C\ icnt 
é\·idemment a supposer, dans notre calcul s~·mbolique , que : 

(8) 
1 p':_j' +:lp~q' j' -t_q'2 k' = 0 
! p2 i + 2pq j + q2 k=O 

Uonc, so us cetLe nouvellc hypothesc, la formule (7) doit se 
l'éduirc ([[ et ]( étant alors certainement nuls) aux seu ls 
lel'lncs traduisent l'epistacy, c'est-a-dire aux Lrois derniers 
(cela se vérifie immédia_tem~t) . Et la forme de c·eux-ci se 
simpli fie en y éliminanl j et j' par les I'elations (8). Les grou­
pements qui y figurent deviennenL alors : 

(pl+qs)(s-.D=(g_2k-p2 i ) f2pq 
(s-l)2=(p i + q k) fpq 

ct de meme pour les quanLités accentuées. 
La formule (7) se réduit done alors a : 

(9) 

M (EE1) = ((r + p)2/ 1opqp'q' }l(q2 k-p2 i )(q'2f.:'-p'2 i' ) )2 
+( r + p}t•p : ( l/4pq) [(q2 k- p2 i )(p' i' + q' k' ) )2 

+( l /4p'q' )[(q'2 k'- p'2 f )(p i-t-q k) ]2 1 
+ ( r2p2f pqp'q' )[(p i+q k)(p' i-; + q' k') ) 2 

éLant e ntendu que les a sont supposés réduits aux e, c 'esl­
a-clire qu' une fois elfeclués les produils _g_ui (i gure':.L_ dans 
chaque crochet, on y remplace mainlenant i i ' par eu, i k' par 
e 13, k i' par e 31 el k k' par e 33• 

L'efiet de l'epistacy est alors exprimé en fonrtion des 
4 résidus e11, e31 , e13, e33, qui, comme nous l'avons signalé 
p. 63, sont les 4 parametres arbitraires qui caractérisent 
l 'epistacy. 

Applications : 

Nous obtenons alors facilemcnt les corrélations pour les 
types simples de parenté. 

La corrélalion pere-fils s 'obtient en faisant r= 1 et p = Ü 
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(puisqu'un de leurs 2 gimes leur esL commun, les autres étant 
indépendants). (9) se réduiL alor·s a son premier lerme, et on 
oblienl le résullaL donné p<'r E<'isher (Ed. p. ·l09) : 

l lO) JI( E E¡) =( 1/ l6pqp' q' )[p2p '2en-p2q'2eta-q2p'2eal +q2q'2ess]2 

On voiL que. conti·airemcnl á ce qui se passe daos ce cas 
pour l€' résidu de dominance, la corrélaLion entre E et E1 

n'est pas nulle. 
Pour la corrélalion anceslrale, on a, r =( l /2)n-l, p=Ü, el 

par suiLc M(EE1 ) esl la fradion (1/'2)211- 2 de la forme (10). 
J1(EE 1 ) clécroit done plus l'apidement, quand n augmente, 

que Jf(II/J1)+J.J(J(J(1) qui décroit comme ' 1 /2)", d'apres 
p. 51). La relation entre les corrélations ancestrales succes­
sives perd done sa simplicité. 

Pour la corrélation entre oncle el neueu, mire cousins gel'­
mains, enll't> (:ou.sins qu.elocnques, on trouve encore la fractiou 
1 /4, ou 1 j lü, ou (1 (l) 2<n+Pl, de la forme ( 10). L>'une fa~on 
générale, en désignanL cetle (o¡·me par F, on a pour la corré­
lation entre individus apparenlés par l'intermédiaire d'un de 
leurs parents seulement (p=O) : 

~ous voyons done que la corrélation entre oncle et neveu 
est encore identique a la con·élation grand-parentale (r= 1 /2) 
et que la corrélation entre cousins est identique a la corré­
lation ancestrale comportant le meme nombre d'échelons. 

Cas d'ind.ividus apparentés par leurs 2 parents 

Pour avoir· la corrélalion M(EE1 ) entre des individus 
apparentés a la [ois par leui'$ '2 parents, il est commode de 
revenir a la forme (6a), que nous pouvons écrire en laissanl 
de cóLé son premi_er_ te!:_me qui n'inlervient paR oans M(EE1), 

et en éliminanL j, j', j11 j'1 , a l'aide de (8) : 

(pq /4 ) 1 k k1[(t•+p)q2 /p2 +1rpq fp] +ii1 [(r+ p)p2 jq2 +4rpp /q] 
(11 ) +(7k1 +ki1)(4rp-r-p): 
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expt·ession qu'on tloiL alors multiplier par la fot·me analogue 
accentuée, pour faire ensuite les retnplacemenLs indiqués 
plus hauL On obtient ainsi M (EE1) . 

Dans le cas de la corrélalion enlre freres, cela nous donnc, 
puisque r = p=l /2, et en supprimant l'indice l, inutile icí 

:;~1'¡,;..:, =( l fl6pqp' q') (q3 k2+ p3 i2) (q'3 j12+ p'3 i'2) 

ce qui foumit, en faisanL les remplacements, l'expression 
donnée par Fisher : 

M~(EEl) =( 1 fl6pqp'q' )(p3p'Se\1 + p3q'3e213 + q3p'3e2sl +qsq•3e2as) 

CeLLe méLhode fourniL une cxpression commode pour la 
uariance due a l' epislacy, M(E2 ). ll sufn L pour cela de sup­
poser que E 1 cort·espond au meme individu que E, c'est-t\-dire 
que r=p=l. 

L'expression (11 ) devienL alors : 
- --

(pq /4)[21.: k¡(q fp2 )(q+2p) + 2i i¡(J> fr¡2)(p +2q) + 2(i k¡ +k il)] 

et, en mulLiplianL par l'cxpression analogue accenLuée eL 
faisanL les remplacemenLs, on Lt·ouvc l'expression de la 
val'iance en fonction des 4 pat·ametres arbitraires ellt e13, 

e31, e33 ; c'est l'expression qui a élé donnée par Fisher (Ed., 
p. 409). 

Pour les doubles cousins (r=p= l /4), la forme ( Ll ) devient: 

(pq J4)[(l/k1 /4) (2q+ p )q fp2+ (i "i¡ f4)(2p + q)p Jq2-(i k1 +k['¡) /4] 

ce qui donne pour M(EE1) une expression tres analogue a 
celle de la variance. 

Nous voyons done que, dans la corrélation entre appa­
renLés, le Let·me conespondant a l'espitacy a des expre:;sions 
tres diverses suivant le Lype de parenLé envisagé. Il a été 
calculé pour les Lypes les plus simples par Fisher, toujours 
par la méthode de la table d'association entre phases. ~lais 
la méthode générale que nous avons employée fournit son 
expression pout· n'importe quel lype de parenté. Et surtout 
elle s'étend, sans difficulLé autre que la longueur des for­
mules, au cas ou l'on considere plus de 2 couples de genes. 
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Généralisation : cas de 3 couples 

Considérons maintenant 3 couples par exemple, d'efiets 
partiels JI, K, L, eL d'e!teL global G. S'il n'y a pas additivité 
des efiets partiels on a G =H +K +L+E, le résidu E prenanL 
des valeurs e111 =a111-i-i'- i'', e112=a112-i-i'-j", etc. 

Nous a vons vu que l'aj ustemenL de E par ( C) enlraine la 
relation ( 4) : 

et. nous oblenons l'expression de ces dill'érents termes Loujoun; 
par le meme calcul symbolique. L1 sufliL de partir de la 
forme (6a) relative au couple H, que nous écrivons pour 
simplifier 

(6a) 

et de la multiplier par les formes analogues relaLives aux 
2 auLres couples, que _n~us_obLenons en récrivant la précé­
dente avec des p, q, i, j, k, accentués, ce que nous repré­
sentons par : 

x' +~' (r+p)+y' r¡; 
z" +~"(r+ ¡;) +1" r¡; 

Le raisonnemenl faiL pour 2 couples (p. 68) se générali¡;c 
immédiatement : on obtient .Y.l( GG_J2__ en ef1'e~L~an!:_le produit 
de ces 3 formes et en y remplagant i i' i" ( et i 1 i't i" 1 ) par am, 
i i' ¡" par a112, etc. ::;¡ nous représenLons entre crochets les 
résultats de ces produits symboliques nous avons 

.Y.l( G G1 ) = [a :.e· :x"] +( r+p )~[ az' /'] + rp~[ :x:x'·r") 
+ ( r+p ) 2~ [a~·~" J + ( r+ p ) rp~[ :x~ 'y"]+ ,.2p2~ [ :~.-;'/' J 

( 12) + ( r+ p ) 3[~~~~" J + (r+ ¡; )2rpS [y~ '3"] 
+ ( r+? )r2p2~ ( ·;·;'~"] +rsps[ n' ·;"] 

les ~ étant étendues a tous les termes qui se déduiscnt par 
permutation des accents .. 
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Interprétation des différents termes 

Comme page 69, on voit que le premier terme : 

[~~·o:" ]= [(pi + qs )2(p' t' +q' s' )2(p "l" +q" s" )2 ]t 

représente le carré de M( G}, quantité que nous supposons 
toujours nulle. 

De meme les 2 1-er·mes suivant-s ne font intervenir que les 
contributions additives des différents couples. En effet ces 
contributions sont définies par les équations (2"b) qui 
donnent par exemple : 

i" =symboliquement l" 2(pl + qs )2(p'l' +q's')2 
j" =s"t"(pt+qs) 2(p'l' +q's')2 , ele. 

d'ou les coefficients rle (r+p), par exemple 

[ ~:/~"] = p" q" [( pi + qs )2(p'l' +q' s'} 2(p" L" +q" s")(s" - t" ) )2 
=p"q" [ - p" i" +(p"-q") j" +q" k" ]2=M(L2) /2 

On a de meme pour les coefficienl-s de rp, la forme : 

[ o:z'y"] = p"2q"Z [( pl +qs )2(p' l' + q' s')2(s" -L")2 )2 
= p"2q" 2(k" -2j" + i")2 = J\1( d"2) 

Les premiers termes de (12) s'écrivent done : 

Nous voyons done que les termes restants, ceux du 
degré ;;p 2 en (r+p) et en l'p , représentent M (EE1). 

Indications générales et conclusion 

Dans le cas de non-additivité entre un nombre quelconque 11 

de couples de genes, on voit immédiatement comment se 
généralise l'équation (12). On fait- le .JJroJuiL symlwlique de 11 

formes analogues a (6a), et le 2e memhre rle (12) eRt. alors un 
polynóme de degré 11 en (r+p) et rp. 
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L 'cxprcssion des rort·i:lalion~ usuelles se ro m pi iq u e Jon<· 
quand n croit. La corrdalion ancestrale par cxemple (¡;=O) 
dépend de toules le-; pui:-;::;anr•es Je r jusqu'ú la nme. ~Iais il 
est intéressanl de souligncr <¡ue la corrélalion cnlt·e ·2 indi­
vidus ne dépeml. qul'l que soil leur mode de parcnlé, que 
de ,. t'L ele ¡;. 

11 en résulle que les c·o<'ITirienls de corrélal.ion entre onc]P 
el neveu et enlre ~rand-pi-t'l' el petil-fils doiYcnL loujours 
etre les m emes ( dans les ·2 <"a:-> on a r = 1 ¡"2, ¡; O ; plus géné­
ralement. la corrélation <'si la m eme avec un anr<1l re quel­
conque qu'entre des I"OUsin:-. du meme ordre (r=(1(2_n-l, 
¡;=0). 

Nous voyons que l '(~gulilé respeclíve de-. <·onl>lalions en 
ligne dírecte et en ligne <·ollalérale, que nou-; nvions cléja 
signalée, subsiste enc·ore rlans le cas de l'episln<·y la plus 
générale. 

Elle est cara.clér'istique du « random maling » el disparail 
dans le cas de l'homogamie. 





CHAPITRE V 

LES CORRÉLATIONS USU~LLES 
DANS LE CAS DR L'HOMOGAMIE 

Examinons maintenant commenL l'hypothese homoga­
mique de Fisher modifie les corrélations obtenues dans le 
cas du << random mating ll. Les méthodes de calcul deviennent 
alors bien moins simples, du fait de la liaison que l'homo­
gamie introduit entre tous les couples de gimes. Pour obtenir 
des formules a peu de parametres, utilisables pratiquement, 
il nous faudra faire di verses a pproximations. 

Approximations introduites 

Nous supposerons que l'homogamie est faible, c'est-a-dire 
que le coefficienl de choix l. esl pelil, de sorle que nous puissions 
négliger son carré. Cela revient a supposer que la fréquence 
d'accouplement 111112(1 +i,x1x2 } de 2 individus de valeurs x1 

et x2 est voisine du produit 111 112 des fréquences de chacun 
meme si x1 et x2 ne sont pas petits. Nous admettons done que 
des écarts notables du caractere chez les 2 conjoints ne modi­
fient que peu la probabilité de leur accouplement ; ainsi est 
précisée la portée pratique de notre hypothese. 

(Nous utiliserons en outre l'hypothesc déja faite p. 17, 
d'aprés laquelle le nombre n de couples de genes est tres 
grand, la contribution de chacun d'eux étant petite par rap­
port a l'ordre de grandeur de leur somme ; avec plus de pré­
cision, nous supposerons i. jn négligeable. ) 

Déterminons alors des valeurs approchées des fréquences 
(14}, (15), (16), du chapitre I; leur partie principale est 
évidente : 

(111)=pp'p"+O(i,), (lll)=p2p' 2p"2 +0(A), etc. 
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Mais nous voyons que dans le coefficienL de i. figurenL des 
quanLiLés telles que X100, X110, X11t, et<". 11 [aut alors dHer­
mincr la partie principale rlc ce~ dernicres. Xous avons : 

(100)x10:~ =(lOO)i+((200) ¡2)j;-(1 10)i' +(120)j' + 
(130)/c' +(10l )i" + (102)j" + (103)k" + ··· 

en posanL pnr exemplr: (1 10)=( 110)+(210)/2 

La parLie principale de (100)x 100 e:;L done fournie par les 
2 premiers tenne!':, Pi + Qj, car d'apres le" <"Ondition~ (17), 
les auLrcs ne sonl. que de l'orrlrc de/, : 

Xtoo=(Pi+Qj) fp+ O(i. ) 
de meme Xoto=(P'i' + Q'j') fp' + U i . 
et (110)x u 0 = ( 110)i t ((210)/2) j ! (110)i' t-((120)/2){ +(111 )i" ~ 

(112)j" +(113)1.-" t- .. . = p'(Pi + Qj) + p( f>' i' + Q' j' ) + O(i.) 

On voit done que , en posanL comme p. ·¿n: 

(avec les relations pT + qS= U, etc. ), on a 

Xao= T+T' + O{j.) et aussi Xt3o = T -t s· +O(i. ). ele. 

de m~me on aurait : x111 = T + T'+T"+O(i., etc., 

et nons avons a lors : 

(14') (110)=pp'(l + i.TT' } 
(15') (111) =pp' p"[l + i.(TT' ;-TT" + T'T" )] + 0(1.2 ), etc. 
et 

l (11) = p 2p'2[l t-i.(T + T' )2+2i,TT' J +O(i,2) 

( 16')J (12) = 2p2p'q'[1 +i.(T + T' )(T +S')+i. TT' +i.TS'] +O(i.2) 

~ (22)=4pqp'q' [ l + i.(T + T' )(S+S' )+i.TT' + i.SS' ] +O(i.2) 

eL<'. 
Remarquons que ces équations nous fournissent les valcurs 

approchées adopLées par Fi shcr pour ses coefficienLs f. 
En effeL : 

(11 ) =PP'(l +fu)=p2p'2( l + fu ;-i, T2 ;-i.T' 2 ) +Ul/.2 } 

d'ou f 11 = 1i,TT' léquation XXI de Fisher) 
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de meme : 

( 12) = 2PQ'( l +f12) =2p2p'q' ( l +f12+i. T2+i.T'S' ) +O(i.2 ) 

d'otl / 12-(7' +T')S' +2TT' +0(i.2) 

etc. 
Nous avons rlonc mainlcnanl les expressions, quand i. 2 esl 

négligeable, des probabilités el des coellkients d'associalion. 

Role de la dominan ce ¡ 
a justem ent p ar m oindres carrés 

Consitlérons la contribution 11 d ' un couple de genes t '-a­
le urs i, j, k, avec probabililés P, ZQ, /?). Comme au cha­
pitre 1 II, nous tlécomposcrons 11 en 2 parlies, !'une H prenant 
les valeurs i =2l. j =l +s. k ="2s el correspondanL aux conlri­
huLion:-; u<.lditives des ;2 genes (H=c'H~+;Je' ), l'aulrc d éLanL un 
résidu qui lraduil l'e!Tet. de la dominance. :'-rous clélerminerons 
encorc I'C résid u par urw condil ion de moindres carrés. ~Iais. 
cette fois, les <lifférenls couples de genes fl, K , etc., n'élant 
plus indépendants. il csL naturcl de ne pas ajusler séparé­
ment H a JI. K a K , ele. Nous poserons encore 

x=~ll =~H+~d=z+D 

el nous déterminerons 1, s. l' , s', etc .. de fa~on que 

M(D2) soil minimwn ( condition 1') 

Or .U (D2)=(1ll ... )( i + i' + .. - 21-21' .. )2+ 

+ eLe. 

(2ll... )(j + i' 1 .. - l-s-2l'- .. )z+ 
(311 ... )(k+i' + .. -2s-2l' ... )2+ 
(12l..)(i+i' + .. -2/ l'-s' .. )2+ 
(22l.. h j -1-j' .. -l-s-1'-s' .. )2+ 
(32l.. )(k+j' + .. -2s- l'-s' ... )2 

En annulanl les dérivées partíelles. on oblienl. relative­
ment a chaque couplc de genes, ·2 équations. On a p~r 

exempl~. par rapport a s f'l l : 

,J 
(1) ,J[ l M (D2

)] = 2( 111.. )(.r111- : m )+ (·.211 )(x211- z211 ) + 
2(121 )(x121-z121 ) + (22 1 )(x221-z221) + .. = Ü 
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------------ ---
en désignant par Xtmn ct Ztmn. pour abréger, les valeurs de 
.e et z pour l'association corrcspondanle de couples. 

On voit que cela peut cncore s'écrire, avcc les no lat.ions de 
p. 26 ct 27 : 

2( 100)(x100-z100} +(200){x200-z200) = 2(100)(x 100- Ztoo) =0 

ou encore p(T-T ) (Pl+Q.J )-(PI -t QJ )=O 
) 

el de meme a partir d<> ~ [,U (0 2)] : 
(IS 

q(S- S )=(QJ + RK)-(QJ +HK)=O 

les quantités soulignées élanl. <·elle"' qui ('orrespondent a H , 
par exemple : 

l2) l= i+~'P' ( l -+-/11 }i ' + '2Q'( l +/12}j ' .J.. R' (l +/13}k ', r.tc. 

Les équations qui déJinissenl notre ajusLemenl sont done : 

P 1 +QJ =PI 1 QJ 
QJ t- RK -=QJ +liK 

(3) P'I'+Q'J' = P'I'+Q' J ' 
Q'J' + R'K' = Q'J' + R'K' 
etc. 

Ces équations nc sont pas indépendantes, car en les ajou­
Lant 2 a 2 on trOu\'e chaque fois la mrme équation : 

P I +2QJ + RK= Pl+2QJ+RK= 0 (équntion (19), chap. J) 

(cela pcut aussi s'écrirc, d'apres ('Z' : 

(4) ~Pi+2Qj + Rk=O r'est-a-dire ~pi+qk=O) 

Résolution approchée du systeme (3) 

~ous allons résoudre c:e sysleme quand i. csl. petit. (On 
peut montrer que, si i. n'est pas supposé peLit, la soluLion 
peut cornporter une ce t·Laine indéterminaLion. ) 

Pour cela , au lieu de déterminer dircclement i , j, k , t=>lC'., 
nous inLroduirons les résidus de dominance 

¡J.=i-i (J=j-j () = k-k , etc. 
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A partir de ces quantités, on a : 

P(/-I)=P:J. +~'( l l )~L' +(12)u' +(13)0' 
'2-Q(J-J ) =2Q:> +~'(21 ):J.' +(22):/ +(23)0' , ~>le. 

• 

La premicrc équation (3) devienL alors : 

P;J. + Q:> +~'(11 ):J.' +(12)/ t-(13)0' = 0 
q ue nous érrivons : (3') Pp. + Qu=- u 
On a: (1 1)=(11)+(21 )/2=pp'2(1+21.TT' + I.T'2)+0().z) 
rl'apres 16') 

(1 2)=( 12) +(22) /2 2pp'q'( 1 +i.S'(T -¡- T' ) + i. TT' ¡ + O(i.2) 

(13) =( 13) + ('23) /2= pq'2( 1 +2i.TS'Z t i.S'2) + O(i. 2) 

ce qui nous permet, en tenant compte de c·e que. d 'apres (4), 
~P:J.+2Qu+RO=Ü, et de ce que q'S' = p'T ' . d 'évaluer ..\ 

6. =2i.pT~' p'T' [( p';J.' +q'u')-(p':/ + q'll' )] + O(i.2) 

La ·2e équation (;3) s'écrit de meme : 

(:3") Qu+RfJ=-6. 3 avec ..\3 = ..\ + Q(i.2) 

~ous n'avons plus qu'a chercher l'ordr·e de grandeur de ..\. 
Pour cela , remarquons que (3') ~>l (3") s'écrivent, d 'apres l~s 
équations (16' ) du rhapilre I : 

\ p¡¡.-+-q:.~+i.pT2(:J.-:.~)=-..\ /p 
1 ¡>:.~ -¡-qr¡ +i.pTS(u-fJ) = ..\ q + 0(i.2 

cl'oi.J, par soustraction : 

{J (;,,-·J)+q(:.~-0) h. pT2(1J.-u)+qS2(u-())) + ..\ f¡>q = O(i. 2) 

On voil done que la quantité p(;J.-u) + q(u-fJ) que nous 
désignerons d01·énauanl pal' ? esl de l'ot·dre de i ., et par· 
suite que : 

..\ -=·li.pT~' p'T' p' _¡_Q(). 2) 

esL de l'ordre de i.2, ct. par suit.e négligeable. 
On a cl one : 

~ (3' ) Pp. + Qu = Pi + QJ-(P i + Qj)=O(i.2 

l (3") Q:,¡ + Ra = Qi+ RI.:-(Qj + Rk )=O(i.2 ) 
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ce qui donne en ajoutant puis retranchant : 

(4) 
\ P i +2Qj + Rk = Pi+ 2Qj + Rk + 0(),2)=0(/,z) 
) P i-Rk = Pi-Rk+ O(i,2) 

la pt·emiere de ces 2 équations donne : pi = -qk (au terme 
en ;,2 pres) d'ou In solution du systeme (3) : 

(5) i = q(Pi- Rk) f( pR+qP) k=-p(Pi- Rk) f( pR + qP) 

a l'ordre de i,2 pres, eL de memc pour les autres couples. 

Un autre a justem ent équivalent; 
analyse de la variance de chaque couple 

Au lieu de faire un ajusLement global en considérant 
!'ensemble des couples de genes, nous pouvons aussi consi­
dérer chacun d'eux séparémenL, par exemple ajuster H a H 
indépP.ncl~mmenL de sa liaison avec les autres couples. Alors. 
au lieu de la condition l'(M (D 2) mínimum) nous imposons 
a chaque couple la condition : 

(C) M(d2)=P(i-i )2 + 2Q{j- j)2+R(k- k )2 mínimum 

ce qui donne, en dérivant par rapport a s et 1 : 

(4' ) ~ Pi +Qi =Pi+Qj 
t Qj+Rk =Qi+Rk 

On obtient done, a l'ordre de i,2 pres. les memes équations 
que dans le cas de l'ajustement r. La solution de (4') est 
fournie rigoureusement par les équations (5). Les 2 ajuste­
menLs sont done équivalents daos l'hypoLhcse que ),2 est 
négligeable. 11 nous sera avanLageux d'employer l'un ou 
l'autre , suivant les propriétés a mettre en évidence. 

Par exemple nous pouvons interpréter , comme au cha­
pitrc II, l'ajus~ement C, en disant que M(d) = O quand :re 
(ou ;le' ) est flxé 3 1~ valeur s, ou t. On en déduit : 

et 
i\J(H d) =.VI(élt.d) +M(Je'd) =0 

M(H2) = .. V.f(H +d)2 = .iW(H 2) + ;V.f( d2) 
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La variance de chaque couple se décompose tlone en 2. 
Exprimons ces difTérentes variances : 

M ( Il2 ) = P i 2 + 2Q j 2 + R k2 

;:.2 =.U(H2)-Pi z + 2Qj2 + J-?k 2- ( P + Q /2) i2 + Qik + (R +Q /2)k 2 

=LP+Q 2)q2-pqQ+(R t-Q 2)p2 ](Pi- R/,·)2 /( pR + qP)2 

Pour simplirier cette expression. remarquons <[ue, d'aprc!'i 
le chapitre r [équation (16')] 

P=p2+ :~. ?.Q =Zpq-·2:~. H =q2+~ ave(' :~.=i.p21'2 

On a alors pR--t-qP=pq ..J..~ . rl la relalion de\ ienl 

.U(H 2)=(Pi- Rk)2 j2(pq,.-~) 

Quant a rl , ses valeurs :J. - i - i , IJ = k- k , sont d'apres (5) : 

:1.=R(pi + qk) j( pq+:x) II=P(pi+qk) /(pq+:~.) 

cl 'ou, d'apres {4) : 

done: 

:.=j-j =--{P;J.+ Ro) /2Q - PR pi · r¡/. 1 /Q\pq-.-:~. ) 

<2 = M(d2)=P:J.2 + 2Qu2 +R02 

PQH(QR+PQ +'2PR)(pi+qk)2fQ2(pq t .x)2-= 
PR(pi + qk)2 /Q(pq+z) 

On Yérifie ai¡;ément que cela peut s'écrire a insi 

.U (d2 )=PQR(i-'2 j + k )2 /( pr¡ +:x) 

Analyse de la variance totale 

Revenons maintenanL a l'ajuslement 1', el. inlerprétons la 
I'Ondition (1). Elle signifie que. quand H est fixé a la valeur t . 
. \1(0 )=0. L'cm;cmble des équations (3) peut done se traduire 
en disant que D a une oaleur moyenne nulle chaquP fois r¡u' on 
(ixe La ualew· d'un des lames de la somrne z = ll ..¡ fl ' rK +K' -j- .. 

C:omme préeédemment on <'n cléduit : 

.\IJ.(zD )=Jl(liD ) r Jl(H'D )+ ... ~o 

done H (.r2)=Jf(z t-D)2=.H,z11)+ .\l ,D') 
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On retrouve done encorc la décomposition de la variance 
globale en varianee génétique eL variance résiduelle. 

11 est intéressant de remarquer que ceLLe décornposition 
subsisterait encore s'il y avaiL un degré quelconque d'epis­
tacy, car alors la condition (1) ne serait pas modifiée, quoique 
Xtmn ne soit plus a lors la somme des contribuLions des couples . 

Naturellement, du fait de la liaison entre les diiTérents 
couples introduite par l'homogamie, M (z2) n'est plus égal a 
~M(H2} ni M (D2) a ~M(d2) ; un premier probleme esl done 
de calculer ces variances. 

Calcul des variances 

On a : M (x2 )=M(Hx )+M(Kx) + ... = :BPil + 2QjJ +Rkl( 
puisque par définilion x=l quandll =i, x = J quand JI = i, etc. 
de meme M (z2)=M (Hz)+M (Kz)+ ... =~Pii+2QjJ + RkK, 
ce qui s'écrit encore, puisq11P 2j = i + k . et d'apres (3) : 

M(z2)=~Pil +2QjJ + Rk K 

relation d'ailleurs immédiate en remarquant que, puisque 
M (zD)=O : 

JJ(z2) = M(zx) = M (Hz) + M (Kx) + ... 

De rneme : 

M(D2 ) =M(Dx) =~M(dx) = 'ZPp.l +2QuJ + ROl( 

Calculons en prenlier lieu V = M (z2), car cela peuL se 
faírc sans approximation. Rempla~ons 2j par i + k . 

M(z2)=~v 

en posant v = i (P I + QJ )+k (QJ + Rk )=pTi + qSk = pT(i- k ) 
Or, d'apres (2) : 

P I + QJ = P i + Qj + ~'(11 )i ' + (13)k ' 

ou enco1·e , d'aprcs l'équabon (21) du chapitre I : 

PI + QJ =Pi + Qj +p~'(p'i' +q'k')+i.pT~'(p'T' i ' 1 q'S'k ') 
= JJi + Qj-(p 2i + pqk )-i,p2T2(i- k )+i,p'IT.p'T'(i'-k ') 
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en Lenant compte de ( !), rempla~anL q'S' pur -p'T', el intro­
duisant la somme ~ éLendue a Lous les couples de genes 
y <'Ompris JI. 

Nous avons done : 

v = .\1(H 2)-{pi + qk )2-i,v2 -l-i,v~v 

d'ot'l V =~M(H2)-~(pi+qk)2-i.~v2+i.V2 

Remarquons mainLenanL que nous pouvons négliger le 
:¿e et le ae terme, car d'apres ( l) pi + qk est de l'ordre de i,2 ; 

et v esL de l'ordre ele V j n, et par :;uite ~v2 de l'ordre de V2 fn. 
Done: 

(ó) J1(z2) = V =~A,l(H2) + i.V2 +0(i,4 ) + O(i, f n) 

L'effet de l'homogamie est done d'augmenter la somme des 
variances génétiques partielles de la quanLité i,V2, sensible­
ment. 

Calculons maintenant V = M (x2) . 

M(x2) =~v en posanL v= Pil + 2QjJ +Rkl( 

ÜI' on peut éliminer J par ·2QJ=-Pl- RK, et on a , en 
combinant les équations (18) eL (1) du chapitre I : 

1 = i+'f-'P'(i'-j')/11- R'(j'- k')/ 13 

J( =k+~'P'( i'-j')/s1-R'(j'-k' )fss 

D'ou en rempla~anL, a l'ordre de ),2 pres, fu pa1· fJ.T T', 
f 18 par 4),TS' , etc. , et en remarquant que P' = p' 2+0(:A), 
R' = q'2 + 0(),) : 

. 1 =i+4i,T~ 'p ' T'[p'( i'-j') +q'(j'-k')] + 0()..2) 
(o) ~ J( =k+·D,S~'p'T'[p' ( i'-j') +q'(j'- k' )] + 0()..2) 

Or pT[p(i-i)+q(i- k)] =pT[p(i- j )+q(j- k )] + PTF 
= pT(i- k ) /2+0(i,) d 'aprcs p. 81 
= V /2+0(i,) 

done la quantité :E ' qui figure dans I et K peut s'écrire 

(V- v) /2+0(A) 
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d . nous pouvons a lors exprimer : 

v= P I (i-j )-RK(j-k) 
= Pi(i j) - Rk(j- k)+41.[PT (i j) - RS(j - k)](V v )/2+0().)2 

= .1f(H2)+/..vV- i.v 2+0(J,2) 
D'ou: 

M(x2)= V =}:.u = 'i.M(H2 ) +A.V2-).~v2+0( t, 2 ) 

=~M(H2)+i,V2 +0().2) +0(), /n ) 

La variance t oLale globale esL done augmentée de la mrme 
quanLité 'AV2 que la variance génétique globale. 

Calculons alors M (D2). 

(8) .\1(D 2 ) = M (x2)-M (z2) =~M(H2)-~M(H2) + 0(1,2) 
=~.Vl(d2) + 0().2) 

La varianee résiduelle totale esL done la somme des ,·a­
riances résiduelles partielles (a 1 'ordre de ).2 pres). 

Ce résultat peut naLurellemcuL se reLt·ouvet' directement. 
On a: 

M(D 2) = 'i:.P ! (¡;.-:¡ )-RK(:¡-4J) 
eL d'apres (6) : 

=~M(d2) + 41. [PT(:J.-:J )-RS(:;-&}] ~' ( .... ) + 0(1.2 ) 

or la quanLiLé entre eroehets est équivalente a plp, eL est 
done de l'ordre de /, . 

Ou, d'une autre fagon, a l'aide de (3' ) et (3") : 

M(D2)= }:.(-Qu )(I-2J +K)+0(/.2)=~(-u)(pl t-qK)+O(i.2) 

e'est-a-dire, d'apres (6) : 

M(D2 ) =~( - v )(pi + qk) +0(/,2) =~M( d2) 

Corrélations entre conjoints 

Ce!l rorrélations se dé!Jerminent aisément a l'aidc de la 
formule du choix. 

Nous désignerons toujours par des lettres surlignées 
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11 , x, ele. ) les aléatoires relativel; au ronjoint de l'individu 
considéré . 

. \l (HK) = PP'ii' (l + Hl' )+'2.PQ'ij' ( l +AIJ') + ... 
·>QP' .. , 1 . JI') . - Jl +'· t"· ·· 
).vv' 

!le mt'me .l1t1111)=i.t•2 , <i'oú : 

.W(xx)="S~M(HK)= i,("Sv)2 i. V 2 

Le coelficienl de rorrélalion entre x et x, que nous désignerons 
pat• m, l'Sl done : 

m M (xx) j V =i.V 

\C'est ce que Fisher désigne par :J. ). 
Nous pouvons d'ailleurs remarquer_guc la fo!:_mule du choix 

entratnc une régression /inéaire de H el de x par rapport 
á x, car on a : si x est fixé : 

el 
M(ll)=Pi(l +i,~x) +2Qj(~ +i,Jx)+Rk( l +i.Kx)=i.ux 

.\1(x)= ).;.M(H )=i. V x 

De meme .\'/(HK)=PP'ii'(l +i.IJ' )i- .... =i.vv' 
puisque 
done 

V=Pil +2QjJ +RkK - -
.\l(zz) =~~M(HK) =i.(:Ev )2 =i.v2 

el le coe{ficieni de cot·rélation entre z el z, que nous désignerons 
avec Fisher par A, est : 

.. 1 =M(ú) fV ,,v =e 2m 

c2 désignant toujours le rapporl V fV , M(z2 ) /.H (x2) . (C'est 
ce que Fisher désigne par G2.) 

A esl. inféricur a m, s'il y a dominance (cela lienL a ce 
qu'alors le choix des conjoints ne dépend que de leur « phé­
notype, .e, et rctentit plus faiblement sur leur « génotype » z.) 

On peut aussi chercher la corrélation enlre x et z : 
Quand :r esl fixé : 

.W'(H ) =Pi (l +i.l x)+2Qj(l +i.Jx) +Rk (l +I.Kx) =i.v:r 
et M(i)=~M(H)=i.Vx 
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La régression <le z en .1· esl done linéaire, el le coeflideut 
de corrélation esl : 

M(xz) ¡vvv =i,vVv 

Corrélation p ere-fils (en nc eonsi<.lérant chez le fih; 
que des conlributions généliques). 

~i nous supposons Iixées les constitutions généliques ~e 
2 conjoints, e'est-a-dirc !'ensemble des aléatoires H, JI, 
K, K, etc., le raisonnement fail au débul du chapitre 11 est 
encore valable el nous fournit pour les contribulions géné­
tiques chez un de leurs en[ants, les valeurs moyennes : 

J1{H 1 ) = H ¡2 + H /2 

(en aiTeclant de l'indice 1 les aléatoires relatives a l'eníanl). 

On a alors: M (xz1) =xz f2+xz f2 d'ou, pour des constitutions 
génétiques quelconques des parents : 

M (xz1)=M (xz j2) + M (xz /2) 

La corrélation entrfl :r. et z1 esl done immédiale, car on a 
la 2 termes égaux, l'un a .\1(z2) /2 d'apres p. 83, l'aulre 
a ;, vv d'apres ci-dessus : 

M(xz1)=V{l+'AV) /2=V(l + m) /2 

On a aussi : 

M(zz1}=M(z2 /2)+M{Ú /2)=V{l +i,V} /2= V(l + A) /2 

.\lais celte méthode simple n'est plus applicable si ou 
considere chez l'enfanl le caractcre « phénotypique » x 1, el 
non plus le caractere « génotypique » z1 • On a : 

et il faut étudier la corrélat.ion ne D 1 avec x, ce que nous 
allons faire maintenant. Nous montrerons qu'elle est négli­
geable. 
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Tables d'association des facteurs du pere et du fils 

On a 

11 faut done déLerminer les probabilités cl'a:;sociaLion entre 
couples df' genes du pero ct du fils ; nou8 les obLcnons gnke 
:'1 In fot·mule du choix. Par excmple ln probabililé [11 ] pour 
<fU<' 11 i, et K 1 = i' s'obLienL ainsi : 

Les 'aleurs i eL i' pour ll f'L K1 sonL obLenucs néressaire­
ment dans le cas oli: 11 i. K=i', K = i'; ~lles sont obtenues 
avcc la probabilité l 2 dans l1•,., cas ou li=i, [( j', f(=i'. 
eL oú Il = i, K = i', J( j' ; '"e e pro habilité 1 /·l dans le cas 
oll fl = i. ]( = j', f{ - j' ; et ce sont la les seuls e as oü elles 
soienl possibles; en r•xprimanl les probabilités de t·P.s cas par 
la formule du rhoix, on a : 

[ 11 ] =( 11 )* P' +(1 /2)( 1'2)* P' +(1/2)( 11 )* 2Q' t­
l( 1 /4)( 1'2)*2Q' =(11 )*p' 

,·eLLe ' t•elation, á rappro1·her <le celles du chapitre 1, p. 26, 
cxpr·ime que la probabilití• chcrchée est le produil symbo­
lique des pt·obabilité, des as:'ociations de genes de chaque 
conjoint qui fournissent le ré:;ultat cherché. 

On Lrouve de¡; expr<'ssions analogues pou1· les quanlités 
[12], [ 13], etc. Nous les Lransnivons dans la Lahle :'l 9 cases 
su ivante, ou chaquc c:use con l ient la probabilitó pom· que 
:.;oienL réalisées a la fois la tele de ligne eL la tete de colonne 
correspondantes : 

K¡= ., 
1 j' /.'' 

--
i {11 * p' (11)* q'+(13)* p' 13 * 1¡' 

- -

1 (21 )* tJ' (Z1)*q' +(23}*p' (23)*q' 

-
k (31 )* ¡>' (31 l*q· -H33)* p' 

1 
:~3)*q' 

1 
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ll nous faut également la table d'assoeiation entre I-1 et 111 

qui s'obtient tres simplement : La probabilité pour que 
H=i eL H1 = i est P *P+(l /2)P* 2Q = P * p . etc., ce qui 
foumiL : 

1-11 = L 1 k 

L P* p P*q o 

r . 
Q* p Q º *q 1 

k o R* p R* q 

Ces tables nous permettent naturc llement de retrouver les 
résultats du paragraphe précédent. On vérifte par exemple que 

M(xH1)=M(J-/H1)+~'1Vl ( KH1) est égal a v (l + i, V) /2 

Elles vonL nous servir en outre a étudier le résidu de 
dominance D1 = d1 + d\+ ... du flls. 

Ordre de grandeur de M (xD 1 ) 

La premiere table nous fournit : 

M (lid' 1)=[( 11 )i+(21 )j +(31 )k]* (p ':/ + q':,' ) + 
[( 13)i +(23)j +(:33)k]* (p':/ +q'l¡') 

En prenanL d'aborcl dans cetLc expression le produit ordi­
naire des Jacteurs, il s'écrit, en remarquant que la somme 
des 2 c:ro<·heLs esL M(H) = O : 

[(11 )i+(21 )j+(31 )k] X [p' (¡.¡.'- / )+q'(:,'-11')] =Ü(i, ) X F' =Ü(/,2) 

Ca\r.n l on~ m::~intfmant. a l'ordrfl df\ i,2 pres lfl tflrmf\ r.omplé­
mentail'e du produit symbolique. 11 s'obtient en mettant).. en 



facLeur dcvanL J'cxpression, 1·1 <'n y rcmpla\anL (11 ) par 
(11).r:11 Pp'(l + T' ) + O(i.}, etc., el p':J! par p'T':1.' . r¡':/ par 
q'S':/ --r'T'~·. l'll'. 11 ~·hrit tlone : 

Nous voyons douc l{UC J-J( //d'¡ )=Ü(i.2) r~t. nrgligeablr.. On 
peut dirr aussi que J1(Kd1) p,¡ négligeabiP. 

La ze table Jl011S fournit : 

.W(lld1) = (i>i+ Qi'* tr :J.-1 r¡~ \ +(Qj + HI,· ),..(p'J +qt¡J 

-=( Pi t-Qi)¡;+i.¡IT[(P li + f)./j )( ;t- J)+(QJj !-RKk)(:_¡ O)] 

Cakulons c·ela il ¡¡J. p1•e:;, en rempla~anl .~ pa•· sa pal'li~> priu­
cipale obLenue p. 81. I par i + O i . . P pa1· p2 ;-0 i . . T par 
pi+qj+O(i. ), ele. 

On Lt'O u ve : 

On u done: 

M.(xd1}= M (Hd1) +~' .1/(/\. dti =!Vl(llrl 1 l + O(i.2¡ 

Or nous avons \U que .\!(.1·H¡) = V "L +i.v~· ''!. Compai'OJh 
ces quantités : .\1 Ild1 est ele l'ordre dt> '''2• Si nou, .... up­
posons que v n'esL pas petiL par rapporL ú t•, r'est-ü-dirP qtH' 

les conLributions ajusLées sonl. ¡[e l'ordrc el<• grandrur drs 
contribubons réelles. M(lld1) csL par rapporL a i.vl' /'?, d<' 
l'ordre de v ¡v , c'esl-a-dire de l'ordre de 1 . 11. et par suilc· 
négligeable. 

Valeur approchée de la corrélation pere-fils 

Done : 

M(x111 ) =.H (xH1 ) + \J(.rd1 ) - v /Z+i.( l +O(l tn ))vl · ¡"2 .¡ O i.2¡ 

:VJ(xx1)=~M(:rll1)= V ( l +i, \ ') f"2+0(i. fn) + O(i.2) 

Ainsi il résulte des approximat.ions failt: ~ que J/(.r.,·1) ~e 

réduit á .U (xz1). 



Le roefficienl dt' corrélalion pi!re-fils esl alors 

C'esl l'expression foumie. s:HlS clémonslralion efTective, 
pat· Fisher. 

Corrélation entre freres ¡ formule générale 

t ous clésignerons par les índices 1 el 2 les aléatoires ¡·ela­
tives a drux freres. ~ous avons a calculer Nl(x1x2), que nous 
obliendrons a pat·lir de M (H 1K 2) et .\l(H 1H 2). 

Ponr calculer Nf(I11K 2) nous rcmarquerons que, si on sup­
pose fixées les con5litutions génétiques des 2 parents, la loi 
de probabililé de !'ensemble ff1K 2 eL celle de l'ensembiC' 
H1K1 sonl alors les memes ( c'est le produit de la probabililé 
de H1 par celle de K 1 ou 1(2 ) . On a done M (H 1K 2)=.UtH 1K 1 

des que l'on fixe lP.s consLiLutions généliques des parents, eL 
par suite aussi q uels que soienl ceux-ci dans la popu lation. 
On a done, pour ·2 frerc::; quelconques : 

On voiL que la Lable d 'associaLion de 1!1 eL K 2 chez :G freres 
n'esL autre que la table d'association des couples de genes 
chez un meme individu, c'est-a-dire la table eles (lm). 

M(H1II2 ) s'obliendra en considéranL les différents génotypes 
des 2 parenLs relativement au couple de genes H. Pour des 
génoLypes fixés, les lois de probabiliLé de ce couple chez 2 de 
leurs enfanLs deviennenL indépendantes, on a done : 

Par exemple, si les 2 paren Ls sont héLérozygoLes (ce qui se 
produit avec la probabilité 2Q* 2Q), ll1 prendra les valeur::; 
i, j, ou k, avec les probabilités 1 /4, 1 /2, ou 1 /4 ; et il en sera 
de meme. indépendamment, pour E-l2 ; on aura done alors : 
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quantité qui mult.ipliée par : 2Q* 2Q, fournira un des termes 
de la moyenne générale ; en déterminant de meme les autres, 
on voit que <:ette moyenne générale s'écrit : 

i\if( H 1112) = P* Pi2+2Q* P( i + j)2 f4+R* Pj2 
+ P* 2Q(i+ i}2 /4+ 2Q* 2Q(i+2i + k )2 fl6+R* 2Q(j+ k)2 /4 

+ P* Ri2+ 2Q* R(i+k)2 /-l+ R* Rk2 

Elle est difTérente ce tte fois de la moyenne générale de 
M (H\). 

En eiTeL, si les 2 parents sont hét.érozygoles , 

(au lieu de (i + 2j + k)2 fl6 ) ; s i un seuJ est hétérozygote. 
M (fJ21)=i2 f2+ j2 /2 par excmple (au lieu de (i + i)2 /4) ; ce 
n'esL que si les '2 parent.s sont homozygoLes qu'on obtient le 
meme Lerme que dans M (Tl1H 2) . 

La dífTérence, que nous désignerons par g, s'écrit done 

g= M (H2
1)-M(H1H2 )=4Q*P(i2 f2+j2 j2-(i + i) 2 /4] + 
4Q* R[j2 f2+ k2 j'k-(i + k )2 /4] 

+ 2Q* 2Q[i2 f4+ j2 f2+ k2 J4-(i + 2i+ k)2 /16] 

(9) g= Q* [p(i- j)2 + q{i- k )2-(Q /4)(i- 2i + k)2 ] 

Considél·ons maintenant 

M(H1x2)=M(H1H2)+~'M(H11{2) 

on a ~ 'M(H1K2)= 'i:.'M(f/1K1)=M(H1x1)-M(H21 ) 

d'ou M(H1x 2)=M(II1x1)-g 

el (10) 

Il nous suffit clone pour avoir une valeur a pprochée de la 
corrélation de chercher une valeur approchée de g, Loujours 
sous les memes hypotheses. puis de sommer pour tous les 
couples de genes qui interviennenL 
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Corrélation entre freres; valeur approchée 

Pour cela nous allons exprimer fJ d'une autre fa~on, en 
distinguaut daus les couLributious i. j, k. qu i y ftgurent leurs 
parties généliques i, j , k , eL leurs résidus de dominance 
;J., :J, O. Si nous posons : i - j = j- k = h, et Pp.=-Q:.J = RO = 
PQRC [a O(i,2) pres, rl.'apres (3' ) eL (3")]. il suffit de faire 
naus {/ : 

(ll ) \ i- j= h+ :).- :.J = h+ CpR 
1 j- k= h+ :.;- fJ= h- CqP 

Donnons quelques p récisiom; sur ces quantités h eL C. Les 
résidus de dominance ¡J. , '.J, IJ sont proportionuels ú e, eL de 
mcmc les contribnLions généLiques souL proportiouuelles 
O. lt (car, en vertu de pi + qk = Ü el i - k = 2h, on a i = Zqh , 
k = -2ph, j =(q-p)h). 

La variance génétique eL la variance rle rlominance. cal­
culées p. 83, doivent clone Ctre proportionnelles respectivement 
il h2 et e2 ; on Lrouve pour res variances : 

Si les couples de genes sont nombreux et de meme ordre 
de grandeur, la variance génétique et la variance de domi­
nance globales, qui sonL voisines de ~;~2 eL ~z 2 d'apres (5) 
eL (8), sont de l'ordre de n~2 et ns2• Pour que ces variances 
globales soient finies, il fauL que les ~ et les <, c'est-a-dire 
les e et les h, soient petiLs, de l'ordre de 1 ¡Jñ:· 

On a alors en faisant clans (9) les substitutions (11 ) : 

(12) g= Q[h2 + 2-xhC(p-q) + e 2(p3R2+qsP2 )- (Qe2 f4)(pq+cx)2 ] 

+ i,QJ[pTC(pq+ :z)[2h + C(pR-qP)]-CZ(pq+ -x)2QJf4] 

rappelons que :;.=),p2T2 (p. 83}, et remarquons que : 

psR2+qspz= pags+2!,q2p'T2+ 0(i, 2) 
Q(pq+ -x}z= paqa+ i,r¡zpt T2 + 0(/, 2) 

On voit que {12) peut s'écrire : 

( 13} g=Qh2 +(3 j4)Qp3q3e2 +i,,(h, e) +0(1,2) 
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~ (h, e) étant un polynóme dont tous les tel'mes contiennenL 
4 facteurs tels que lz, e, ou J, T. quien sont des combinaisom; 
linéaires [a 0(),) pres. J = i=(q-p )h-PRe, T=pi+qj=qh ] ; 
il est done homogene et du -l6 degré en h et e, et son ordre 
de grandeur est par suite 1 /n2 . Remarquons qu'avec ce 
meme ordre d'approximation on peut rcmplaccr clans (13) 
Qlz2 par ~~ 2 /2 el. Qp3r¡3e2 par z2 . On a done : 

D'ou en faisant la somme pour les 11 couples, et remar­
quant que d'aprés (5) et (8) ~~2=V(l-A) et ~E2=M(D2) 
[a O(i. fn) et 0(), 2) pres ] : 

En portant alors dans (lO) : 

ce qui fournit pour le coefficient de co,·rélalion enlre freres la 
valeur approchée : 

C'est bien la encore la valeur prévue par Fisher. 

Remarquons que dans les cas du '' random-mating >> (i,=O), 
nous retrouvons le résultat du chapitrc lT I. 

Dans Le cas o u il n'y a pas dominance (a2 = 1 ), nous avons 
f=( 1 +A) /2, résultat qui peut se retrouver rigoureusement: il 
suffit de remarquer que si on fixc les constitutions génétiques 
des parents celles ue 2 enfants deviennent stochastiquemenL 
indépendantes, on a alors M(z1z2)= [M(z1) ) 2 =(z+z)2 /4. re 
qni donne, pour Lous les parents possibles : 

M(z1z2 ) =M[(z+.z)2/4] = M(z2 ) f2+Jvl(Ú) f2= M(z2)(1 +A ) j'l 
C. Q. F. D. 



Influence du milieu 

Nous n'avons pas tenu compte jusqu'ici de l ' influence sur 
le caraclcre considét·é des conditions de milieu, variables d'un 
individu u l'aulre. 

Introduisons-les en faisant l'hypothese suiva nLe : 

Le cm·actere mesuré. r¡uf' nous représenlons mainlencml par ~, 
est la .c:omme d' une aléaloi1·e x délPrminée par la conslilulion 
hé,•édilai1·e de l'i11dividu, eL que nous avons étudi(·c en déLail 
dans tout ce qui pt·écedl'; et d'11ne aléaioire e qui rrprésenle 
/' effel sw· l' individu des condilions de mil ieu ; no u::; suppo~ons 
cette derniere indépendanle de la consfilulion génélique (rela 
l'l'VÍenL a dire que les conditions de milieu introduisent dans 
le caractere mesuré un terme analogue ;'1 une !'rreur arc·i­
dentelle). 

Nous supposerons pour simplificr que !'origine de r esl 
c·hoisie ele telle fa~on que sa moyennc soil nulle. Alors la 
moyenne de y - .r + e esL aussi null<>. 

En vertu df' l'ind!'pendance, la variance 
désignerons par \1', esL : H' =.11fx 2) -~- .H( e2 

clésignerons le 1·apporL V f\V par C2(<1). 

de y, que nou~ 
V + Jl(e2) . Nous 

Examinons /e,q corrélalions entre cunjuinls. ~ou::; aYons 
supposé l'homogamie basée sur la ressemblance des cat·ac­
leres, le choix des conjoinLs se faiL done d'apres les valeurs 
de y. La Créquence d'accouplemcnt, entre 2 ~oupes d'indi­
vidus de valeur::; y et y et de fréquences JI et n sera , d'apri>-. 
l'hypothese de la page 21: fiU(l +i,yy). 

On aura done pour la population totale : 

.\1(yy) =~~nt lyy( 1 +i.yy) =i,(~lly2)2=i, \\12 

Nous désignerons pa1· :J.= i, W le coefficient de corrélation 
entre y eL y ; c'esl la le eoefficient de corrc>lation que l'on 
mesure enLre conjoints. 

Les corrélalions entre x et x, z eL;, sonL Loujours rournies 
par la page 87, donl lous les calculs restent va1ables. 
En eiTcL, pom· les individus chez lesqncl s fi =i, on n par 
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définition M(x)= l el par suile aussi .VI(y) = l. La formule 
rlu choix fournit done bien : 

M (HK)=i.vu'; M (xx)=IY2 ; m=)Y=C2~. 

el de meme 

Remarquons maintenant que, si y est flxé, on a (ef. p. 87) : 

M(H)=I.vy et M (; )=/,Vy, d'oú M (y;)=i.V W 

Pour la corrélalion parenlale, on a : 

Or M (ye1 ) = Ü, puisque e1 est indépendant de y ; et on peut 
montrer que M(yD1) est néglig:eable eomme M (xD1 ) . 

On a done eneore : 

M (yy1) (/) M (yz1 ) = M (yz) f2+Ú(y;) /'2 
= V f2+i,V W /2 

pUisque M (ez)=O a cause de l'indépendanee, et M(Dz)=U 
(p. 83). 

La eorrélation parentale est done : 

La corrélalion fraiernelle s'obtient immédiatement en 
remarquant que le calcul fait pour M (x1x2 ) n'est pas modifié, 
et que e1 et e2 sont indépendantes de x1 et x2 , et sans liaison 
enlre elles. On a done M(y1y2)=M (x1x2) , ce qui donne : 

f = M (y1y2) ¡w\1) C2o2[ ( 1 +C2t 2tJ. ) /2+( 1-~2) /4~2 ) 

Nous voyons done que, dans la corrélation parentale, la 
dominance et l'influenee du milieu jouent le meme role, qui 
est de réduire la corrélation dans le rapport des varianees 
(facteurs C2 et c2). Il en serait de meme d'ailleurs dans le 
cas de la cor rélation ancestrale. qui ne contiendrait aussi que 
le produit C2o2• Mais dans le cas des freres il en est autre-
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ment, a cause du terme en (l-a2). La corrélation fraternelle 
permet ainsi, comme Fisher l'a souligné, de séparer ce quí 
revienta la dominance el('(' qui revienta l'influencc du milieu . 

Concordance avec l'expérience 

Fisher a appliqué ces formules a l'inLerprétalion des ré­
sultats publiés par Pearson et Lee dans le tome II de Bio­
melrika, au sujet de l'hér·édité de certains caracteres mesu­
rables chez l'homme. Par cxemple, entre les tailles, les corré­
lations maritale, paternelle, et fraternelle. sont : 

:J.=0,280 p = 0,506 / = 0,548 

Ues 2 premiers coefficients on tire C2c2=2p /(1 +¡.~.) =0,79 

ct f fournit alors : 

On trouYe done que C2 esL tres voisin de 1, ce qui concorde 
bien avec les observaLions des biométricicns sur la faíble 
influence des conditions de milieu sur la taille. Le taux de 
dominance c2 est de l'or·dre de 0,75, il joue done un role 
tres appréciable , ce qui justifie l'étude détaillée que nous 
avons faite des répercussions de la dominance. 
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