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PREDICCIÓN (3)

1.  El mejor predictor (BP)

El término de predicción lo vamos a utilizar para la estimación del valor realizado de una variable aleatoria que ha sido muestreada de una población con una estructura conocida de varianzas-covarianzas, lo que permite incrementar la precisión, frente a la situación en la que ignorásemos, o no hiciésemos uso de dicha estructura. La predicción de los valores genéticos de los animales es el punto básico de los programas de selección y en base a ellas se toman las decisiones de selección.


En lo que sigue utilizaremos para la descripción de los datos un modelo mixto, con factores fijos y aleatorios, tal como hemos descrito en el capítulo uno, que recordamos se escribía, 





en el que el significado de sus términos e hipótesis sobre sus componentes son los que comentamos anteriormente.

Únicamente añadiremos aquí la nomenclatura necesaria para considerar el hecho de que hayan varios efectos aleatorios y consecuentemente, Z, u y V(u), tendrán una estructura acorde a ello. Suponiendo que hay s factores aleatorios,



 



 

y




,suponiendo que se conocen todas las Gij .

De forma general el problema de la predicción se plantea, como la predicción de una función de efectos fijos y aleatorios,




en la que 

es una función estimable. En el caso en que nuestro interés sea la predicción estricta de los efectos aleatorios, es decir de u, entonces 

 y 


El mejor predictor, para cualquier tipo de modelo, requiere conocer la distribución de las variables aleatorias y todos los momentos de estas distribuciones. Entonces el mejor predictor, que es el que es insesgado y tiene el menor error cuadrático medio de todos los predictores es la esperanza condicional del predictor dados los datos,



  

El cálculo de este predictor depende de la distribución de y, pudiendo ser lineal o no en función de dicha distribución. En el caso de que la distribución sea normal y conozcamos las medias ( momentos de primer orden) y la matriz de varianzas -covarianzas (momentos centrados de segundo orden) el mejor predictor es lineal.

2. El mejor predictor lineal (BPL)
En muchos casos el cálculo del mejor predictor no es posible y resulta necesario restringirse a predictores que sean funciones lineales de y. En este caso no es necesario conocer la distribución de y, basta con conocer las medias, es decir Xb y la matriz de varianzas-covarianzas V(y)=V . Entonces el mejor predictor lineal  es,




siendo





que es la fórmula bien conocida de la regresión lineal múltiple, o en relación con la genética cuantitativa es la fórmula de un índice de selección. Si tal como hemos comentado en el apartado anterior la distribución de y es multinormal entonces el mejor predictor lineal es también el mejor predictor. El mejor predictor lineal es el de menor error cuadrático medio entre los lineales.


En el ejemplo que hemos puesto en el primer capítulo si asumimos que además de V conocemos b,




y queremos predecir los efectos aditivos de los animales, es decir K´=0 y 





En este caso, 

, será:







y




3.  El mejor predictor lineal insesgado (BLUP)

Lo usual es que no se conozca Xb, primer momento de y, y en este caso si se asume que se conoce V, el mejor  predictor lineal debe condicionarse a ser insesgado. En este caso el mejor predictor lineal insesgado es,




 

siendo,





y C´ tiene el mismo significado que en el apartado anterior. Es decir la fórmula para el mejor predictor lineal insesgado es análoga a la del mejor predictor lineal sustituyendo b por 

, siendo este último una solución de los efectos fijos del modelo equivalente para y de efectos fijos, tal como vimos en el capítulo anterior. Si la distribución de y no es multinormal, pueden existir predictores no lineales de 

 con errores cuadráticos medios menores que el BLUP.

3.1.  Deducción

Llamaremos a 

, cantidad a predecir, predictando, y  a la función lineal de los datos L´y , predictor. A la diferencia entre el predictando  y  el predictor se le llama error de predicción (EP). La condición de insesgamiento del predictor la estableceremos exigiendo que sean las mismas las esperanzas del predictor y del predictando
. Es decir,




condición que si se ha de cumplir para todos los b posibles, exige que:






La condición de mejor exige la minimización del error de predicción, por lo que a continuación vamos a calcular dicho error, para luego hallar su mínimo sometido a la condición de insesgamiento.






En definitiva hay que minimizar los elementos de la diagonal de la matriz,





siendo 

 el vector de multiplicadores de LaGrange considerado para introducir  la condición de insesgamiento. Derivando respecto a L y 

 e igualando a 0 tenemos,






Del primer grupo de ecuaciones podemos despejar L ,





que sustituida en el segundo grupo, tenemos:










Sustituyendo la solución de 

 en la ecuación en que hemos despejado L, tenemos,





y si recordamos que,





entonces,





que es el BLUP de K´b+M´u, y si K´=0 y M´=I





resultando claro que el predictor de K´b+M´u es 



Si ejemplificamos lo anterior con los datos que venimos utilizando desde el primer capítulo, utilizando una cualquiera de las soluciones de los efectos fijos, como, 




entonces,




y




3.2.  Varianza de los predictores


En el capítulo anterior vimos que,






Ahora vamos a calcular 

 y   para ello tendremos en cuenta que,






Si recordamos del capítulo anterior el resultado de las inversas generalizadas, tal que,




  

resulta evidente, que 





y por tanto,






La covarianza entre 



 INCRUSTAR Equation.3  
y 

 es,





y por tanto la varianza del predictor es,







3.3. Varianza del error de predicción

Teniendo en cuenta que 

 dado que b es un efecto fijo y que, 

,




 

y





por lo que,






En el ejemplo,




y



 

3.4.  Las ecuaciones del modelo mixto

El cálculo del predictor BLUP que acabamos de mostrar exige calcular la inversa de V, que en los modelos animales que mostraremos más adelante es una matriz cuya dimensión es del orden de la dimensión de y. Aunque en algunos casos la inversión queda facilitada por características de su estructura, en general la naturaleza desequilibrada de los datos y el elevado número de ellos, hace imposible o prohibitivamente costosa la inversión de V. La solución a este problema la encontró Henderson en 1949 al descubrir un sistema de ecuaciones que al resolverlo nos da las soluciones BLUP de u y las de mínimos cuadrados generalizados de b que ya hemos comentado en el anterior capítulo y en este mismo.


El sistema de ecuaciones es el siguiente,




ecuaciones, que son conocidas como las ecuaciones del modelo mixto y que se resuelven, como veremos más adelante, de forma iterativa  sin necesidad de invertir la matriz de coeficientes. Requieren sin embargo invertir la matriz R que es de la misma dimensión que V y la matriz G cuya dimensión coincide con la de los elementos de u y que, por tanto, puede ser muy elevada en algunos casos. No obstante en la mayoría de las situaciones no hay problemas serios  en la inversión de estas matrices, pues R suele ser diagonal o bloque diagonal y para la matriz G en la que suele estar implicada la matriz de parentesco A existen soluciones sencillas que expondremos más adelante. 

3.4.1.  Demostración de la equivalencia


Si volvemos al sistema de ecuaciones generado de derivar F en el apartado 3.1. de este capítulo tenemos,






Recordando que 

podemos reescribir el sistema anterior, como:





o





llamando 

 y añadiendo una nueva identidad al sistema, tenemos:





Despejando L en el primer grupo de ecuaciones y sustituyendo en los otros tenemos,





y 







Llamando C a una inversa generalizada de la matriz de coeficientes del anterior sistema, que particionamos del siguiente modo,





una solución del sistema anterior la podemos expresar como,





y por tanto, el predictor de 

 será,






Es decir 

 y 

 que son una solución  BLUP, son a la vez  una solución de las ecuaciones del modelo mixto.


En los casos en que R es diagonal, es decir  

 y 

, las ecuaciones del modelo mixto pueden multiplicarse por 

 en ambos miembros y escribirse del siguiente modo,






Vamos a mostrar las matrices anteriores en el ejemplo, con el objeto de comprender su significado. Así, en



 

vemos que la parte formada por las tres primeras columnas es diagonal con elementos 5(número de datos de orden de parto 1), 4(datos de orden de parto 2) y 3(datos de tercer parto). Similarmente las cuatro últimas filas, con las cuatro últimas columnas forman otra matriz diagonal con el número de datos correspondientes a cada uno de los cuatro periodos de parto (4 4 2 2). Si analizamos la segunda fila vemos que hay 4 datos de segundo parto y estos se han producido: 2 en el primer periodo, 0 en el segundo, 2 en el tercero y 0 en el cuarto periodo. Es decir X´X nos indica para los distintos niveles de los efectos fijos, el número de datos existentes y como se distribuyen entre ellos. En el caso de,




cada fila de la matriz, que corresponde a un nivel de los distintos efectos fijos nos dice la distribución de datos de este nivel en relación con los niveles de los efectos aleatorios. Así, la quinta fila se refiere a los cuatro datos del segundo período que pertenecen a los animales 2, 3 ,4 y 6, uno de cada animal. Las siete primeras columnas se refieren a los siete niveles de los efectos aditivos y las siete últimas a los correspondientes efectos permanentes. Por ello, las siete primeras columnas son iguales a las siete últimas. Finalmente,



    

tiene 14 filas y 14 columnas ( siete para los efectos aditivos de los animales y siete para los efectos permanentes), indicándonos el número de datos existentes en las distintas combinaciones de los niveles de los efectos aleatorios. En nuestro caso, dado que los dos efectos aleatorios se refieren a los mismos animales, la matriz completa se puede particionar en cuatro matrices 7 por 7 iguales entre sí y diagonales con el número de datos de cada animal en la diagonal (0 3 3 2 0 3 1). A esta matriz hay que sumarle 

 ,siendo



  

y





Por lo que se refiere a los términos independientes de las ecuaciones del modelo mixto,
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cuyos términos representan la suma de los valores de los datos para cada nivel de los efectos fijos. Así el tercer componente, 30, es la suma de los nacidos vivos en partos de orden tres (10+11+9) o el séptimo, 18, es la suma de los nacidos vivos en el periodo cuatro(9+9). Análogamente en
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sus componentes representan los nacidos procedentes de los animales a los que se refieren los correspondientes efectos aleatorios. Así el primer componente es 0, indicando que el primer animal no tiene datos. El componente treceavo es 25, número de nacidos vivos obtenidos en los tres partos del animal 6. Por las mismas razones que hemos explicado en Z´Z, aquí las siete primeras componentes son idénticas a las siete últimas.  


Una solución del sistema anterior es,











Respecto a las soluciones, vale la pena resaltar que:

· 

y 

coinciden con las soluciones dadas anteriormente y que lo mismo ocurriría con 

 si hubiésemos mostrado la solución en el apartado 3.1. 

· la suma de las estimas de los valores aditivos de los tres primeros animales, únicos de los que se desconocen sus padres y por tanto se supone que proceden de la población base, es cero.

· los efectos permanentes de los animales 1 y 5 que no tienen datos se estiman como cero, cosa que no ocurre con sus efectos aditivos, que se predicen utilizando la información de parientes a través de la matriz A-1.



3.4.2. Varianza de los predictores y de los errores de predicción

Recordemos que,





y supongamos, para hacer más sencillas las demostraciones que siguen, que la matriz de coeficientes es de rango completo. En este caso su inversa generalizada es una verdadera inversa y, por tanto, su producto es una matriz identidad, y 







Con todo lo anterior en cuenta,







Análogamente,





Como sabemos que la 

, entonces,




Asimismo, como 

, entonces,



 

Luego la varianza de los predictores es,




y la varianza de los errores de predicción,




que son fórmulas equivalentes a las dadas en los apartados 3.2.  y  3.3.
Así en nuestro ejemplo,



=


que es exactamente igual a la primera de las Inversas generalizadas de 

 dada en el capítulo segundo, y la matriz formada por las siete primeras filas y columnas de Czz es



 

que como vemos es igual a la 

dada en el apartado 3.3. 



3.4.3. Algoritmos de resolución

Una posibilidad para resolver las ecuaciones del modelo mixto podría ser hallar la inversa de la matriz de coeficientes y multiplicar los términos independientes por esta inversa. Si representamos abreviadamente el sistema de ecuaciones del modelo mixto, como




  

la solución al sistema sería,




 


Esta solución tiene la ventaja que C-1 representa la matriz de varianzas covarianzas de los errores de predicción, tal como hemos visto en el apartado anterior. No obstante la dimensión del sistema hace impracticable la inversión y la solución del sistema se hace por métodos iterativos. En este caso si uno está interesado en el cálculo de las varianzas de los  errores de predicción, estos tienen que calcularse por métodos aproximados.


Los métodos iterativos más utilizados son los que iteran sobre el sistema de ecuaciones previamente construido y los que iteran directamente sobre los datos, que se organizan en archivos ordenados de tal manera y en ocasiones de varios modos, con el fin de ir construyendo las ecuaciones, ecuación a ecuación e iteración tras iteración, conforme se van leyendo y releyendo los archivos. En estas notas únicamente explicaremos el método de Gauss-Seidel y el de Jacobi que son dos métodos iterativos del primer tipo. Explicaremos ambos a través de un sistema de tres ecuaciones y tres incógnitas. Sea este sistema,





cuya matriz de coeficientes es simétrica definida positiva. El método de Jacobi, como hemos dicho va aproximando iterativamente la solución del sistema. Si llamamos 

 a la solución aproximada en la iteración r, la solución de la iteración r+1 se calcula del siguiente modo,




  




  




  


La solución inicial propuesta para iniciar el proceso es arbitraria y el proceso se da por terminado cuando se ha satisfecho la condición de convergencia establecida. Una condición de convergencia frecuentemente utilizada es que la suma de cuadrados de las diferencias entre la última solución y la anterior dividida por la suma de cuadrados de la última sea menor que un número muy pequeño, como por ejemplo 10-9. Otras posibles, como que el máximo del valor absoluto de las diferencias entre la solución actual y la previa o la suma de cuadrados de las diferencias sean menores que una cantidad dada tienen el inconveniente de ser dependientes de la escala de medida del carácter. 


Como hemos visto en el método de Jacobi en la iteración r+1 únicamente se utilizan las soluciones de la iteración completa anterior, sin embargo en el método de Gauss-Seidel cuando en la iteración r+1 se calcula 

, se utilizan las soluciones de la iteración r+1 de las incógnitas anteriores a la i , y las soluciones de la iteración r de las incógnitas posteriores. El procedimiento sería,




  




  




  


El método de Gauss-Seidel tiene asegurada su convergencia si la matriz es definida positiva o semidefinida positiva y como en el método de Jacobi la solución de partida puede ser arbitraria y similar la condición de convergencia. Aunque la solución inicial puede ser arbitraria, la convergencia puede acelerarse con soluciones iniciales más aproximadas a la final y con otros métodos, como el uso de factores de relajación que no comentamos.

3.5.  Pruebas de hipótesis

Las pruebas de hipótesis relativas a los efectos fijos son las planteadas en el capítulo anterior si bien las fórmulas que vamos a dar, equivalentes a las ya dadas, tienen expresiones que se basan en la estructura de las ecuaciones del modelo mixto. Así, si queremos probar la hipótesis, 





calcularemos s como,





y SCE, como,





que es fácil demostrar su equivalencia con la SCE calculada en el capítulo anterior, como,





El estadístico F del test será,






Si repitiésemos con estas fórmulas los test de prolificidad hechos en el capítulo 2 tendríamos exactamente los mismos resultados. 
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