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Definición y necesidad de análisis multivariantes. Precisión y sesgo por selección



	En muchos programas de mejora genética los objetivos son múltiples y las decisiones de selección exigen la evaluación genética de los animales para varios caracteres, que adecuadamente ponderadas permiten obtener un índice sobre el que se racionalizan las decisiones de selección. Si los caracteres están correlacionados genética y ambientalmente es conveniente plantear  un modelo conjunto que explique cada uno de los caracteres y que a su vez tenga en cuenta sus relaciones. De este modo aprovechamos la información que unos caracteres tienen sobre otros y, además, como en los casos univariantes, la información de los individuos emparentados entre sí. La varianza del error de predicción disminuye, y consecuentemente la precisión aumenta, en función de la información disponible. Probablemente en los casos de machos en que se dispone de información de un elevado número de hijos, el incremento de precisión aportado por el modelo multivariante no sea importante. Sin embargo si que puede serlo para el caso de animales con pocos datos, fundamentalmente los suyos y que incluso para algunos caracteres pueden faltarle. En esta última situación la predicción del valor genético en estos caracteres, tendrá su apoyo esencial en la información procedente de los caracteres correlacionados. El incremento en precisión del análisis multivariante frente a los univariantes depende de las diferencias absolutas entre las correlaciones genéticas y residuales entre los caracteres. A mayor diferencia entre las correlaciones mayor incremento en la precisión. Si las heredabilidades de dos caracteres son semejantes y también lo son, la correlación genética y la residual las predicciones multivariantes son prácticamente análogas a las univariantes de cada carácter. Por otra parte, los caracteres con heredabilidades más bajas se ven claramente favorecidos en un análisis multivariante con caracteres de mayor heredabilidad y significativamente correlacionados con ellos. Otra ventaja del análisis multivariante proviene 
de
 la mejora de la precisión por una mejor conexión entre los datos debida a la covarianza residual entre los caracteres.



	Un aspecto distinto que puede hacer necesario el análisis multivariante es el relacionado con el análisis de  caracteres, que no han sido criterios de selección pero que pertenecen a una población que ha sido sometida a selección por otros caracteres. La cuestión radica en el sesgo en que se puede incurrir cuando se analizan aquéllos de forma univariante. Para evitar el sesgo es necesario analizar conjuntamente los  caracteres de interés con todos aquéllos que han intervenido en las decisiones de selección. Un ejemplo lo tenemos en las líneas paternales que se seleccionan en conejo por velocidad de crecimiento post-destete y en las que queremos analizar el peso al final del cebo. Para hacer un análisis no sesgado de este carácter es necesario analizarlo en un análisis bivariante con la velocidad de crecimiento post-destete.



	Junto con las ventajas señaladas del análisis  multivariante existen algunos inconvenientes. El primero es el costo, pues el análisis conjunto de c caracteres es muy superior al de c análisis univariantes, pues en el primer caso, si no se recurre a estrategias especiales la necesidad de memoria puede crecer con el cuadrado de c y el de cómputo con el cubo. Por otra parte, un análisis multivariante puede exigir el uso de memoria externa, que es claramente menos eficiente que el uso de memoria interna. A veces la complejidad de un análisis multivariante tiende a que se acepten proposiciones de simplificación de los modelos que pueden llegar a comprometer la ventaja del multivariante frente a los univariantes.



	Finalmente la eficacia de un análisis multivariante depende de la precisión con que se conozcan los parámetros de relación entre los caracteres. Algunos de ellos, como las correlaciones genéticas, en algunos casos tienen dificultades intrínsecas para ser estimadas con precisión y por otra parte conforme el número de caracteres  a analizar aumenta, el número de parámetros necesarios se incrementa de forma no lineal. Así,  si son tres los caracteres  a analizar,  en un análisis separado de ellos con un modelo animal estricto únicamente se necesitaría conocer las tres heredabilidades, mientras que uno trivariante requiere doce. Además de las tres heredabilidades, se necesitarían tres correlaciones genéticas, tres correlaciones ambientales y tres varianzas fenotípicas. 



	La teoría para abordar el análisis multivariante es la general que se dio en el capítulo dedicado a la PREDICCIÓN y que se ha particularizado en los capítulos siguientes. Vamos a ejemplificar, para un caso bivariante, cómo plantear los modelos univariantes y el modelo bivariante correspondiente. En este aspecto el punto esencial es la definición de la matriz de varianzas covarianzas de los factores aleatorios implicados en ambos modelos univariantes. Para evitar expresiones largas, vamos a considerar todos los factores aleatorios reunidos en un único vector por carácter que llamaremos u1 o u2. Los modelos univariantes serían,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���   



en donde el subíndice 1 0 2 se refiere al primero o al segundo carácter.



	El modelo bivariante sería,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���



en el que los datos se ordenan por animal dentro de carácter y, consecuentemente, la matriz de varianzas-covarianzas de los efectos aleatorios sería,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���



y su inversa,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���



En apartados posteriores explicaremos como se aborda el cálculo de la inversa anterior. Ahora utilizaremos dicha expresión para escribir las ecuaciones del modelo mixto,



� INCRUSTAR Equation.3  ���



	De la expresión anterior queda patente el incremento en la complejidad de cálculos en las situaciones multivariantes frente a las univariantes, conforme aumentan el número de caracteres a considerar y el número de factores fijos y aleatorios por carácter .



	Hay situaciones que permiten estrategias de cálculo especiales que simplifican mucho las necesidades de cálculo. La situación más clara es la del análisis multivariante que tiene el mismo modelo para los distintos caracteres, permitiendo las mismas matrices de diseño para cualquiera de ellos y que además únicamente considera un factor aleatorio. En lo que resta de este capítulo vamos a tratar este caso, cuando todos los caracteres se han medido en todos los individuos y cuando en algunos individuos faltan registros de algunos datos. En el capítulo siguiente abordaremos el caso general.



	2. Transformación canónica en el caso de un solo factor aleatorio.



	En el caso en que los c caracteres implicados en el análisis multivariante se midan en todos los individuos, las matrices de diseño sean las mismas , independientemente del carácter y sólo se considere un factor aleatorio es posible transformar los c caracteres en otros c caracteres distintos, combinación lineal de los anteriores, llamados caracteres canónicos, que se caracterizan por tener como matriz de varianzas-covarianzas del efecto aleatorio una matriz diagonal y como matriz de varianzas-covarianzas del residual la matriz identidad, además de mantener la independencia entre los efectos del factor aleatorio considerado y el residual. Esto permite hacer c análisis univariantes que desde el punto de vista de cálculo es mucho menos exigente que un análisis c-variante. Según lo que explicamos en la introducción, la memoria necesitada se dividiría por c y el tiempo por c2.  



	En esta situación asumiendo que el efecto aleatorio considerado es el que corresponde a los efectos aditivos del animal sobre los distintos caracteres,



� INCRUSTAR Equation.3  ��� ;  � INCRUSTAR Equation.3  ���  ;� INCRUSTAR Equation.3  ���  ;� INCRUSTAR Equation.3  ���

� INCRUSTAR Equation.3  ���  ;  � INCRUSTAR Equation.3  ���  y   � INCRUSTAR Equation.3  ���



siendo G0 la matriz de varianzas covarianzas genéticas (de efectos aditivos) entre los caracteres y R0 la correspondiente para los efectos residuales. Si, por ejemplo, estuviésemos considerando la ganancia diaria post-destete en conejos (g/d) y el peso a los 70 días (g), las anteriores matrices podrían tener los siguientes valores, 



� INCRUSTAR Equation.3  ��� y � INCRUSTAR Equation.3  ���



	La matriz A tiene el significado habitual de matriz de numeradores de coeficientes de parentesco entre los animales. 



	El hecho de que las matrices de diseño sean las mismas nos permite escribir la ecuación del modelo de la siguiente manera,



� INCRUSTAR Equation.2  ���



que directamente conduce a un sistema de ecuaciones tal como se ha expresado en el apartado anterior pero con la salvedad de que las matrices de diseño son las mismas y además,



� INCRUSTAR Equation.2  ��� y    � INCRUSTAR Equation.2  ���   , pues

� INCRUSTAR Equation.2  ��� ;  � INCRUSTAR Equation.2  ���  ;    � INCRUSTAR Equation.2  ��� y   � INCRUSTAR Equation.2  ���



	El sistema de ecuaciones anterior puede simplificarse transformando los c datos de cada individuo en otros c diferentes, combinación lineal de los anteriores, a través de una matriz de transformación, Q, tal que los nuevos caracteres que se llaman canónicos tengan una matriz de varianzas covarianzas genéticas diagonal y una matriz de varianzas covarianzas de residuales identidad. 

	Si llamamos � INCRUSTAR Equation.2  ��� al dato i del animal j e � INCRUSTAR Equation.2  ��� al correspondiente dato canónico del mismo individuo, la transformación de unos en otros, a través de la matriz Q de c filas y c columnas, la podemos expresar así,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���



	Para el conjunto de todos los datos, ordenados por animal dentro de carácter, la transformación anterior se expresaría así, llamando � INCRUSTAR Equation.2  ��� al vector de todos los datos canónicos,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���



por lo que la ecuación del modelo será,



� INCRUSTAR Equation.2  ���

	En la última expresión de la ecuación del modelo se pone de manifiesto la transformación de los vectores de efectos fijos (b), aditivos (a) y residuales (e) en los correspondientes canónicos bq  aq y eq a través de la misma matriz de transformación Q. De acuerdo con lo anterior podemos definir la nueva matriz de varianzas-covarianzas genética G0q y residual R0q  entre los caracteres canónicos, que tendrían las siguientes expresiones,



	� INCRUSTAR Equation.2  ��� y  � INCRUSTAR Equation.2  ���



	El objeto de la transformación canónica es hallar Q de tal modo que,



	G0q =D, matriz diagonal y R0q=I



	Para ello, primero, hay que hallar el factor (matriz) de Cholesky de la matriz R0 , que llamaremos L. Es decir,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���



seguidamente se calculan los vectores y valores propios de la matriz ,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���

 que permite la siguiente factorización,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���

siendo U la matriz ortonormal de vectores propios y D la matriz diagonal con los correspondientes valores propios. Finalmente la matriz Q se  calcula como,



� INCRUSTAR Equation.3  ���	



	Podemos comprobar que,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���

	� INCRUSTAR Equation.3  ���



que es lo que se pretendía con la transformación canónica. En el ejemplo anterior,



� INCRUSTAR Equation.3  ���        � INCRUSTAR Equation.3  ���     � INCRUSTAR Equation.3  ���



� INCRUSTAR Equation.2  ���       

 � INCRUSTAR Equation.3  ���	   � INCRUSTAR Equation.3  ���       � INCRUSTAR Equation.3  ���



	� INCRUSTAR Equation.3  ���



� INCRUSTAR Equation.3  ���



� INCRUSTAR Equation.3  ���



	A continuación vamos a ver como se haría la transformación canónica en el siguiente conjunto de datos.

















Individuo�Padre�Madre�Periodo �Sexo�Crecimiento

diario (gr/d)�Peso a los 70 días (gr)��1�0�0�1�1�42�2300��2�0�0�1�2�40�2100��3�0�0�1�2�45�2550��4�1�2�1�1�43�2250��5�1�2�2�1�38�2100��6�1�3�2�2�36�1950��7�5�6�2�1�39�2200��8�5�6�2�2�37�1800��

	Para el individuo 1 sus caracteres canónicos son, 



	� INCRUSTAR Equation.3  ���	� INCRUSTAR Equation.3  ���



y para el séptimo



� INCRUSTAR Equation.3  ���



Así, el vector de datos original,



� INCRUSTAR Equation.3  ���

se transforma en el de datos canónicos,



� INCRUSTAR Equation.3  ���

	En el ejemplo la matriz de transformación de y en yq  � INCRUSTAR Equation.3  ���es un matriz  (16,16), dado que q es (2,2) e I (8,8). Las filas 1 y 9 de esta matriz serían,



� INCRUSTAR Equation.3  ���



y las filas 7 y 15



� INCRUSTAR Equation.3  ���



	La matriz de diseño global para los efectos aleatorios � INCRUSTAR Equation.3  ��� es una matriz (16,16) pues aquí I es (2,2) y  Z0 (8,8). Como en este ejemplo Z0 es una matriz unidad,  Z también lo es. 



	La matriz de diseño global para los efectos fijos � INCRUSTAR Equation.3  ��� es una matriz (16,8) pues I es (2,2) y X0  es (8,4) y sería,



� INCRUSTAR Equation.3  ���



Aunque si se hace la transformación canónica las matrices R-1 y G-1 no son necesarias, con objeto de familiarizarnos con el producto directo, vamos a dar los valores numéricos de alguna de sus componentes en el ejemplo que se está presentando. Primero veamos que,



� INCRUSTAR Equation.2  ���    y   � INCRUSTAR Equation.2  ���



así que, por ejemplo,



� INCRUSTAR Equation.2  ���� INCRUSTAR Equation.3  ���



y



� INCRUSTAR Equation.2  ���, siendo aquí la matriz identidad de orden 8 como corresponde al número de pares de datos del ejemplo.



	Para resolver el modelo en su forma canónica se plantean por separado los análisis univariantes de cada carácter canónico, en el que el correspondiente cociente entre la varianza residual y la varianza aditiva sería, por ejemplo para el carácter canónico j,



� INCRUSTAR Equation.2  ���    que en el ejemplo sería,  � INCRUSTAR Equation.2  ���      y      � INCRUSTAR Equation.2  ���



	Las ecuaciones del modelo mixto para el primer carácter canónico serán,



� INCRUSTAR Equation.3  ��� 



Un sistema de ecuaciones similar se construye para el segundo carácter canónico , obteniéndose las siguientes soluciones a ambos,



� INCRUSTAR Equation.2  ���        y       � INCRUSTAR Equation.2  ���



	Si no se hubiese hecho la transformación canónica y se hubiese resuelto el sistema de ecuaciones bivariante, las soluciones, expresándolas, del mismo modo, que las canónicas serian, 



� INCRUSTAR Equation.2  ���        y       � INCRUSTAR Equation.2  ���



	La cuestión inmediata es la forma de obtener las soluciones no canónicas a partir de las soluciones canónicas. Para ello hay que deshacer la transformación. Recordemos por ejemplo que,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���  



luego,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���



	En el ejemplo,



� INCRUSTAR Equation.2  ���



	Así si queremos encontrar la solución del efecto del primer período  sobre la ganancia diaria, sería,



	4.3286x0+0.1142x0=0



; para el efecto del sexo 2 sobre el peso a los 70 días,



	161.0684x9.58+173.3695x4.02=2241



; para el efecto aditivo del animal 7 sobre la velocidad de crecimiento,



	4.3286x0.01+0.1142x0.02=0.05

y para el efecto aditivo del mismo animal sobre el peso,



161.0684x0.01+173.3695x0.02=6.02



Tal como hemos establecido al principio las condiciones para aplicar la transformación canónica son bastante restrictivas, y algunos investigadores como Ducrocq y Besbes en 1993 o Ducrocq y Chapuis en 1997 han estudiado formas para generalizar en lo posible el uso de la transformación canónica en la solución de los modelos mixtos multivariantes. En el apartado que sigue explicaremos la forma de utilizarla cuando se cumplen todos los requisitos, salvo que en algunos animales falta alguno de los datos. Esta situación puede ser normal, cuando alguno de los caracteres solo se registra  en un sexo o en programas de selección por niveles independientes en que un carácter se mide o no en función de que el animal haya superado o no el umbral de selección de los caracteres anteriores.



Tratamiento de los datos faltantes



	   En lo que sigue nos apoyamos en el trabajo de Ducrocq y Besbes de 1993. Continuamos en la situación de que los diferentes caracteres tienen las mismas matrices de diseño y únicamente consideramos como efecto aleatorio, el efecto aditivo del animal sobre cada carácter. El problema radica, como hemos comentado al final del apartado anterior, en que en algunos animales hay algún dato que falta.



	La idea es que si llamamos � INCRUSTAR Equation.3  ��� al conjunto de datos que faltan para que los animales que tienen algún dato los completasen todos, hacer con los datos existentes una estimación de  � INCRUSTAR Equation.3  ��� y continuar como en el apartado anterior. El algoritmo EM permite abordar la idea que acabamos de expresar de un modo riguroso. Vamos, antes de continuar, a ampliar la nomenclatura que hemos utilizado hasta ahora. Así, llamaremos



 � INCRUSTAR Equation.3  ��� al vector de datos aumentado, que contiene los verdaderamente observados, y o � INCRUSTAR Equation.2  ���, y los que serán estimados � INCRUSTAR Equation.3  ���. 



Como veremos más adelante la estimación de � INCRUSTAR Equation.3  ��� se hace dentro de cada iteración, por lo que a los datos faltantes estimados en la iteración k les llamaremos, � INCRUSTAR Equation.3  ���.



Por otra parte vamos a llamar,



� INCRUSTAR Equation.3  ��� al vector con los datos realmente registrados del animal j, y



� INCRUSTAR Equation.3  ���  a los datos faltantes del individuo j, estimados en la iteración k.



	Análogamente llamaremos, 



	� INCRUSTAR Equation.3  ��� y  � INCRUSTAR Equation.3  ��� a las predicciones de los valores aditivos del animal j para los caracteres medidos y faltantes respectivamente en la iteración k,



	� INCRUSTAR Equation.3  ��� y  � INCRUSTAR Equation.3  ��� tienen el mismo significado, pero referido a los residuales, y



	� INCRUSTAR Equation.3  ��� a la solución de los efectos fijos en la iteración k.

 

	Finalmente, recordando que la matriz de diseño de los efectos fijos, tal como la definimos en el apartado anterior, � INCRUSTAR Equation.3  ���, llamaremos,



	� INCRUSTAR Equation.2  ��� a la fila de � INCRUSTAR Equation.2  ��� correspondiente al individuo j,

	

	� INCRUSTAR Equation.3  ���(� INCRUSTAR Equation.3  ���), a la matriz con las filas de X , correspondientes a los caracteres faltantes(observados) del animal j, de tal modo que,



	� INCRUSTAR Equation.2  ���    y   � INCRUSTAR Equation.2  ���

	

	� INCRUSTAR Equation.3  ���(� INCRUSTAR Equation.3  ���) a la parte de � INCRUSTAR Equation.3  ��� que tiene las covarianzas entre residuales de los caracteres faltantes (observados) con los observados.



	El primer paso del algoritmo EM es el E, cálculo de los valores estimados para los datos faltantes. Para el individuo j y la iteración k,



	� INCRUSTAR Equation.3  ��� 



en donde únicamente desconocemos el vector de residuales que se calcula, como una regresión sobre los residuales de los caracteres observados,



	� INCRUSTAR Equation.3  ���



	El segundo paso del algoritmo es el M ( maximización) que consiste en realizar una nueva iteración, la k+1, con el vector � INCRUSTAR Equation.3  ��� (por ejemplo un ciclo de Gauss-Seidel) haciendo la transformación canónica pues en  � INCRUSTAR Equation.3  ��� no falta ningún dato. En este paso, por tanto, obtenemos, � INCRUSTAR Equation.3  ��� y � INCRUSTAR Equation.3  ��� que nos permiten ir de nuevo al paso E del algoritmo, en caso de que no se hayan satisfecho las condiciones de convergencia. Detallando lo que acabamos de explicar, el proceso para una iteración k es el siguiente,



Para cada animal j con datos faltantes calcular � INCRUSTAR Equation.3  ��� en función de � INCRUSTAR Equation.3  ���, � INCRUSTAR Equation.3  ���y � INCRUSTAR Equation.3  ���, con lo que tenemos � INCRUSTAR Equation.3  ���, que por ser completo lo transformamos a los caracteres canónicos, � INCRUSTAR Equation.3  ��� .

Realizar un ciclo de Gauss-Seidel para los caracteres canónicos y obtener � INCRUSTAR Equation.3  ��� y � INCRUSTAR Equation.3  ���

Haciendo la transformación inversa a la canónica obtener � INCRUSTAR Equation.3  ��� y � INCRUSTAR Equation.3  ���

Volver a 1. Si no se ha alcanzado la convergencia.



	En la práctica el procedimiento iterativo puede discurrir hasta la convergencia en la escala canónica, realizándose, únicamente, la transformación inversa al final para conocer las soluciones en la escala original. A efectos de presentación del álgebra implicada en esta  cuestión consideraremos que el vector ampliado de los caracteres del animal j en la iteración k es,



� INCRUSTAR Equation.2  ���



es decir los datos observados preceden a los faltantes. Si reordenamos las filas y columnas de Q y de R0 del mismo modo que en el vector anterior y consideramos las correspondientes particiones,



� INCRUSTAR Equation.2  ���         � INCRUSTAR Equation.2  ���   y   � INCRUSTAR Equation.2  ���



el vector ampliado de caracteres canónicos del animal j en la iteración k, sería,



� INCRUSTAR Equation.2  ���



y teniendo en cuenta que,



� INCRUSTAR Equation.2  ���   � INCRUSTAR Equation.2  ���   ,   � INCRUSTAR Equation.2  ���



� INCRUSTAR Equation.2  ���     y



� INCRUSTAR Equation.2  ���



podemos escribir el vector canónico del animal j , como,



� INCRUSTAR Equation.2  ��� 



	En la expresión anterior las matrices Q1  y  Q2 dependen de los datos concretos que falten y habrán tantas parejas de ellas como situaciones de datos faltantes existan. En el ejemplo que venimos considerando, dado su carácter bivariante, únicamente podrían existir dos parejas: la correspondiente a los casos en que  el dato faltante fuese  el crecimiento diario o aquéllos en que se desconoce el peso a los 70 días.



 Veamos como se procedería si en el animal 4 faltase la velocidad de crecimiento diario y dispusiésemos del peso a los 70 días. Supongamos que estamos en la iteración 40 y por comodidad aceptamos que � INCRUSTAR Equation.2  ��� y   � INCRUSTAR Equation.2  ��� coinciden con las soluciones finales que se han dado en el apartado anterior cuando no había datos faltantes. Esto supone que � INCRUSTAR Equation.2  ��� y   � INCRUSTAR Equation.2  ��� coincidirán también con las soluciones canónicas dadas. En este caso,



� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���� INCRUSTAR Equation.2  ���� INCRUSTAR Equation.2  ���  � INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���    � INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���       � INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���        � INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���



Ahora los caracteres canónicos estimados para el individuo 4 serían,

� INCRUSTAR Equation.3  ���

� INCRUSTAR Equation.2  ���

 Con estos datos estimados se habría completado el paso E del algoritmo EM y se pasaría al paso M que  consistiría en hacer la iteración 41 del Gauss-Seidel calculando  � INCRUSTAR Equation.2  ��� y   � INCRUSTAR Equation.2  ���. Si al comparar dos iteraciones consecutivas se cumple el criterio de convergencia se finaliza el proceso y si no se vuelve a estimar el crecimiento diario del individuo 4 y se pasa a la siguiente iteración.



	Como se ha explicado en la teoría no es necesario, en este proceso pasar de la escala normal a la canónica y de esta a la normal en cada iteración, pues se puede operar en la escala canónica exclusivamente hasta la convergencia. En nuestro caso,



� INCRUSTAR Equation.2  ���  



mismo resultado, pero obtenido directamente desde las soluciones canónicas de la última iteración. 
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