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EL MODELO ANIMAL (4)


1. El modelo y las ecuaciones del modelo mixto

En los programas de selección de los animales, basados en los efectos aditivos de los genes, el punto central de la evaluación es la predicción del valor aditivo de cada animal para los caracteres objeto de selección. Un modo de obtener estas predicciones es plantear modelos que expliquen los datos en los que se incluya el valor aditivo de los animales que producen los datos, con independencia de la consideración de cuantos efectos fijos se deban incluir y de otros efectos aleatorios. La consideración de modelos animales en los programas de selección actuales se ha ido extendiendo progresivamente en las distintas especies animales, con particular intensidad en la década de los noventa, en la que la disponibilidad pública de programas y de capacidad de cálculo suficiente ha hecho posible su uso casi generalizado. En el caso de que se consideren varios caracteres a la vez el modelo es multivariante y las exigencia de cálculo son mucho mayores. En principio, salvo que se usen técnicas especiales las necesidades de cálculo en una situación n-variante son n3 las  de una univariante. En este capítulo nos vamos a centrar en la predicción del valor aditivo de los animales de los que se dispone de datos y de sus parientes, considerando únicamente un carácter. Por otra parte, por el momento, el único factor aleatorio que tendremos en cuenta, además del residual, será el valor aditivo de los animales. En este modelo o en ampliaciones de este modelo se basan los programas de mejora genética de vacuno lechero y de carne, de ovinos, de cerdos, de aves, de conejos y de otras especies en numerosos países y compañías de mejora.


En la forma básica que hemos indicado, el modelo se escribiría, así,



 

en el que el significado de los términos, en general ya se han explicado, y ahora únicamente precisaremos algunas particularidades. El vector de observaciones y se refiere a un único carácter cuya varianza aditiva es 

 y la varianza fenotípica 

  es 

. Es decir en e, residual del modelo, se consideran los efectos ambientales y los genéticos no aditivos. El vector a representa los valores aditivos de los animales que producen los datos y de sus parientes.


En este modelo se asume que,




    

siendo A, la matriz con los coeficientes de parentesco multiplicados por dos, entre los animales a los que se refieren las componentes de a. También se asume que, 




    

y que la 




 

    
Llamando 

, podemos escribir las ecuaciones del modelo animal de la siguiente manera,






La construcción de este sistema de ecuaciones, únicamente presenta el problema del cálculo de 

 que puede implicar a un muy elevado número de animales y por tanto podría presentar las mismas dificultades que el cálculo de 

 y esto podría ser un problema que limitase la utilización del BLUP en cualquiera de sus procedimientos de resolución. No obstante en 1975 Henderson  demostró  que el cálculo de 

 podía hacerse directamente a partir de una genealogía completa de los individuos de los que se tienen datos y de sus antecesores hasta la población de partida. Esto se hace, de manera sencilla y poco costosa, según unas reglas, que explicaremos en el siguiente apartado, que no necesitan el cálculo previo de  A, que si se tuviese que calcular sería muy costoso en tiempo de cálculo y memoria de almacenamiento. De hecho cuando en la población hay individuos consanguíneos el cálculo de 

 exige el cálculo previo de la diagonal de A que es 1+F, y es  la parte realmente exigente en  cálculo. El vector F representa los coeficientes de consanguinidad de los individuos a los que se refiere a.


Advirtamos que por este procedimiento se pueden predecir los valores aditivos de individuos de los que no se tienen datos, como ya se vio en el ejemplo del capítulo anterior. Así se pueden evaluar, por ejemplo, toros para el carácter producción de leche por los datos de todos sus parientes, especialmente de sus hijas que es lo que constituye la prueba de descendencia del toro. También puede hacerse una valoración, aunque poco precisa, de animales no nacidos de apareamientos que pueden o no programarse para, por ejemplo, obtener machos candidatos a una prueba de descendencia. Por otra parte como se calcula 

  para todos los individuos desde la fundación de la población hasta el momento actual, la curva  que representa las medias de los valores aditivos predichos de los individuos nacidos en un momento t, frente a t, puede interpretarse como la expresión de la tendencia genética de la población y por tanto como un indicador de la respuesta que se está obteniendo en el programa de selección. Esta forma de calcular la tendencia genética de una población puede ser errónea si el modelo no es correcto y si la 

 no es la correcta. Actualmente, las compañías que utilizan el BLUP como método para evaluar sus animales, utilizan esta forma de calcular la respuesta al programa de selección con fines propagandísticos comerciales, generalmente de modo poco crítico e intentando deslumbrar a los posibles compradores de sus animales. Advirtamos, que la tendencia genética calculada a partir de las soluciones BLUP es muy sensible a  la 

 considerada como verdadera para el carácter y aunque el modelo fuera correcto se sobreestimaría la respuesta obtenida en el programa de selección si se utilizase una 

 superior a la verdadera.


2. Consideración del parentesco, matrices 

 y 

 


Recordemos que la matriz de parentesco 

 está compuesta por elementos 

 cuyo significado es el doble del coeficiente de parentesco entre los individuos i y j, definido el coeficiente de parentesco  en términos de identidad de genes por descendencia. Es como lo hizo Malécot, si bien Wright lo hizo como la correlación entre los valores aditivos de los individuos, en cuyo caso dicho coeficiente es,




 

por lo que a 

se le suele llamar la matriz del numerador del parentesco, pues tiene los numeradores de los coeficientes de parentesco de Wright que son los pertinentes para el cálculo de las covarianzas entre los valores aditivos de los distintos animales. 


Aunque, como ya se ha dicho, el cálculo de A es costoso en tiempo de cálculo y de memoria de ordenador, sin embargo las fórmulas de cálculo son sencillas. Una de las fórmulas más importantes es la que relaciona el coeficiente de parentesco entre dos individuos y los de los padres de uno de los individuos con el otro,




 

para 

 , s y d padres de j y no siendo j un ascendiente de i. La fórmula anterior, junto con la que relaciona el parentesco de un individuo consigo mismo,




 

permiten calcular A recurrentemente cuando los individuos están ordenados de tal manera que siempre los padres precedan a sus descendientes. Aunque nuestro interés está en A-1 es conveniente analizar la estructura de A para entender de forma más sencilla como abordar el cálculo de A-1. Para ello vamos a estudiar la factorización de A.



2.1. Factorización de A

Dada la naturaleza de A que,  cuando no hay individuos que sean gemelos monocigóticos o de un mismo clon, es simétrica definida positiva, o si los hay es simétrica semidefinida positiva, es posible hacer la descomposición de Cholesky, tal que, 




    

siendo L el factor de Cholesky que es una matriz triangular inferior. También podría expresarse como,





siendo T una matriz triangular inferior con 1´s en la diagonal y D una matriz diagonal. Las relaciones entre ambas son,




 y que 



A continuación vamos a ver el significado de los términos anteriores. Para ello vamos a relacionar el valor aditivo de un animal con los de sus padres, en el caso de que éstos se conozcan. En el caso de que alguno de ellos o los dos se desconozcan, asumiremos que pertenecen a la población base de la que se originaron los individuos que estamos considerando y que los individuos de la población base no están emparentados entre sí, y no son consanguíneos. Así, si de un individuo j conocemos sus padres s y d podemos escribir,




 

siendo 

 la diferencia del valor aditivo del individuo j, respecto a la media de sus padres y es una variable independiente entre individuos e independiente de los valores de los padres. Calculando varianzas en la fórmula anterior tenemos que,





ya que 



En el caso de que se conozca un solo padre,





ya que en este caso 

, pues se asume que sus padres no están emparentados.


Cuando no se conoce ninguno de los padres, 





y como en el caso anterior, 

. Las fórmulas escalares anteriores de relación entre valores aditivos de los individuos con los de sus padres conocidos los podemos expresar vectorialmente así,





en donde P es una matriz cuadrada que indica los padres de los individuos. A cada individuo le corresponde una fila, que únicamente tiene ceros si ningún padre es conocido, tiene un uno en la columna del padre conocido cuando solo se conoce uno, o tiene dos unos en las posiciones de los padres si ambos se conocen. Para el ejemplo que venimos comentando desde el primer capítulo,



   

y es patente que con la ordenación de individuos que hemos comentado anteriormente P es triangular inferior, con 0´s en la diagonal.


Ahora vamos a manipular la ecuación vectorial anterior  para expresar a en función de  

, recordando que los componentes de

 son independientes y que por tanto 





siendo,




, si ambos padres son conocidos




, si solo se conoce un padre y




, si no se conoce ningún padre.


Haciendo lo que queríamos hacer,





es decir,






Es interesante conocer el significado de las distintas potencias de P, ya que,





siendo k el número máximo de segregaciones que hay entre una pareja de antecesor-descendiente.


Para  visualizarlo vamos a recurrir al ejemplo que venimos utilizando. Ya se ha indicado que P, representaba los padres de los individuos. Análogamente las filas de P2 representan los abuelos del individuo al que se refiere la fila. Si un individuo tiene un doble abuelo en la columna correspondiente aparecerá un 2.  Las filas de P3 representan los bisabuelos y así sucesivamente. En el ejemplo, 





que nos muestra que en la genealogía que consideramos el único individuo que tiene abuelos conocidos es el 7 y que estos son el 1 por partida doble ya que es el padre de sus dos padres y los individuos 2 y 3. La matriz P3 es nula pues en nuestro caso de ningún individuo se conocen los bisabuelos y correspondientemente son nulas las potencias superiores de P. En el ejemplo k=2, pues la máxima distancia entre un ascendiente y un descendiente es entre un abuelo y un nieto.


De la fórmula de T en función de las potencias de P, se deduce que el significado de tij es la contribución esperable de genes del individuo j al individuo i. Por otra parte esta fórmula nos muestra que los términos de T pueden calcularse recurrentemente del siguiente modo,




 


En el ejemplo,





El cálculo de los elementos de D lo demoraremos al apartado siguiente.



2.2. Cálculo de 



Si recordamos que,





entonces,




que muestra que 

 puede calcularse con facilidad si se conoce D, a través de la lista de los animales incluidos en a, ordenados tal como hemos dicho anteriormente e incluyendo los animales necesarios de la población base. Así, la contribución del animal j a 

 sería, a través de D-1 ,




 a ajj  (los términos de 

 los expresamos con supraíndices)

a través de 

 y 

,


-0.5

 a ajs, ajd , asj,y adj
y a través de 



0.25

 a ass, asd , ads,y add 


Esto en caso de que se conozcan s y d, padres de j. Si se desconoce alguno desaparecen los términos correspondientes a ese padre y si se desconocen los dos, el único término que se conserva es la aportación a ajj que como hemos visto era 

. En cualquier caso, contrariamente a lo que ocurre con A, que conforme pasan las generaciones, la mayoría de los individuos son parientes y por tanto las filas de A se van ocupando por elementos no nulos, en el caso de A-1 , los únicos elementos no nulos fuera de la diagonal son aquéllos que relacionan padres con hijos y parejas, entre sí, que han tenido descendencia.


Ahora vamos a tratar del cálculo de djj que como hemos visto anteriormente depende de la consanguinidad de sus padres y  del número de padres conocidos.

2.2.1.   Ignorando la consanguinidad

En poblaciones muy grandes en las que se intenta, además, evitar el apareamiento entre parientes la mayor parte de los individuos son no consanguíneos y los que lo son tienen coeficientes de consanguinidad bajos. En estos casos el cálculo de la matriz A-1 se simplifica mucho si se asume que todos los individuos son no consanguíneos. En este caso los valores de djj y 

serían,


djj=0.5  (

=2),si ambos padres son conocidos


djj=0.75  (

), si solo un padre es conocido, y


djj=

=1 si no se conoce ningún padre


En nuestro ejemplo ningún padre es consanguíneo, únicamente lo es el individuo 7, que no tiene descendencia, por lo que podemos aplicar los resultados anteriores para calcular A-1.  Así los individuos 1, 2 y 3 cuyos padres son desconocidos, aportarán respectivamente a a11, a22 y a33 un 1.


El individuo 4 hijo de 1 y de 2 aportará un 


2  al elemento a44, un 


-1 a los elementos a41, a42, a14 y a24, y un

0.5  a a11,a12,a21 y a22

Las contribuciones del individuo 5 son,

  
2  al elemento a55, un 


-1 a los elementos a51, a52, a15 y a25, y un

0.5  a a11,a12,a21 y a22

Las del individuo 6,


2  al elemento a66, un 


-1 a los elementos a61, a63, a16 y a36, y un

0.5  a a11,a13,a31 y a33
Finalmente el individuo 7 contribuirá con un,


2  al elemento a77, un 


-1 a los elementos a75, a76, a57 y a67, y un

0.5  a a55,a56,a65 y a66

Los elementos resultantes no nulos serían:

a11=1+0.5+0.5+0.5=2.5

a21=0.5+0.5=1

a22=1+0.5+0.5=2

.

.

.

a75=-1

a76=-1

a77=2

Escribiendo la matriz A-1 completa tenemos,




2.2.2.   Considerando la consanguinidad

Como ya hemos comentado anteriormente, en 2.1.,  el cálculo de 

 exige el cálculo del coeficiente de consanguinidad de los padres conocidos de j, que, desde un punto de vista de necesidades de cálculo es la parte más exigente para  el cómputo de A-1.  En 1976 Quaas propuso un algoritmo para  dicho cálculo, que tenía su fundamento en la consideración de que el cálculo sucesivo de las columnas de la matriz L y la acumulación de sus cuadrados por filas permitía el cálculo de los elementos de la diagonal de A  y, por tanto, de los coeficientes de consanguinidad de los individuos.


Recordemos que, 




y  por tanto,






El algoritmo exige la consideración de dos vectores de trabajo de longitud igual al número de animales en a. En uno de los vectores se acumulan las sumas de cuadrados, por filas de los elementos de las columnas de L que sucesivamente se van calculando. En el otro se tienen los elementos de la columna de  L que se está calculando, de acuerdo a las fórmulas mostradas en 2.1. que relacionaban los términos de L, con los de T y D. Es decir,





y






El procedimiento que acabamos de describir requiere, cuando se consideran n animales, el cálculo de n(n+1)/2 elementos de L, lo que nos da una idea de las exigencias de cálculo implícitas, pero tiene el inconveniente de adaptarse mal a la situación de incorporación de nuevos animales. La razón es que los cálculos tendrían que repetirse totalmente, calculando de nuevo todos los elementos de cada columna y sus sumas de cuadrados por filas. En 1992 Meuwisen y Luo propusieron otro algoritmo para calcular 

 que se adapta mejor a la incorporación de nuevos animales al archivo de datos. La idea es calcular los elementos de L, fila por fila, apoyándonos en la relación de L, con T y D y en el hecho de que cuando abordamos el cálculo de la fila j de L los elementos de D necesarios están relacionados con filas anteriores de L y, por tanto, están previamente calculados. Para comprender este algoritmo recordemos la forma recursiva de calcular T, 




 

y nuevamente la relación de L con T y D,










Con estas fórmulas en mente, resulta claro que los únicos elementos no nulos de la fila j de L, son los que corresponden a los ascendientes del individuo j y el de la diagonal principal. El algoritmo consiste en crear tres vectores de trabajo que podemos llamar j, t y d  que se van construyendo recurrentemente al considerar, primero el individuo j, el 

 y el 

, luego los padres de j, componentes para el cálculo de los elementos de éstos en la fila j de T y los correspondientes elementos de la diagonal de D. Luego los abuelos y antecesores sucesivos, hasta llegar a la generación base. Veámoslo con la genealogía del ejemplo de la prolificidad, en el que vamos a calcular 

. Por los cálculos previos sabemos que,



   ;  

  ;

 

  ; 


y





Así, empezamos el algoritmo para la fila 7 de L, con el individuo 7, con lo que j, t y d, serán:

j
t
d

7
1
0.5=d77

a continuación añadimos los padres de 7 a j, 0.5 a t y los d´s correspondientes a d.

j
t
d

7
1
0.5=d77

6
0.5
0.5=d66

5
0.5
0.5=d55

, ahora añadimos a j los padres de 6 y 5 , a t 0.25 y a d los correspondientes d´s.

j
t
d

7
1
0.5=d77

6
0.5
0.5=d66

5
0.5
0.5=d55

1
0.25
1=d11

3
0.25
1=d33

1
0.25
1=d11

2
0.25
1=d22


El algoritmo continuaría añadiendo los padres de los últimos cuatro componentes de j, poniendo en t, 0.125 y en d los d´s. Sin embargo, esta fase del algoritmo se interrumpe aquí, pues los últimos cuatro componentes de j, (1 3 1 2 ), son animales de la población base de los que desconocemos sus padres. La siguiente fase, consiste en sumar los elementos de t, que corresponden a elementos idénticos de j,

j
t
d

7
1=t77
0.5=d77

6
0.5=t76
0.5=d66

5
0.5=t75
0.5=d55

3
0.25=t73
1=d33

2
0.25=t72
1=d22

1
0.5=t71
1=d11


La última parte consiste en calcular,




apoyándonos en la fórmula,






La eficiencia de este algoritmo depende del número de generaciones existente en cada genealogía, disminuyendo conforme aumenta dicho número. Para aumentar la eficacia, el coeficiente de consanguinidad obtenido para un individuo es el mismo que para sus hermanos de padre y madre, por lo que éstos no necesitan ser reprocesados. En situaciones de 3 o 4 generaciones el algoritmo es muy rápido y la memoria que necesita es baja, comparada con otros algoritmos propuestos, como el que en 1990 propuso Tier. En 1995, Quaas, propuso una modificación del algoritmo de Meuwissen y Luo, basada en las igualdades,




, en el que índice k de sumación es únicamente para los antecesores comunes de los padres de j. Este algoritmo procede para las filas s y d, como el de Meuwissen y Luo para la fila j, pero conservando en los respectivos vectores de trabajo que identifican los individuos ascendientes, solamente aquéllos comunes a ambos padres. 
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