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PREMIEltE TI-lES E 

TliÉORIE ~JATHÉMATIUL~ 
DE L'HÉRÉDIT~~ ~1~~Nn~LIENNE 

HI~N~RALISÉg 

A \ ' ANT-PROPOS 

C'est á la fin du '-.rxe sirrlt• qu·a i·li' Pntreprise, par le 
=-a ,·anl. anglais F. (~ni ton <> 1 se!' tlisl'i pies, en pnrl iculicr 
Karl Pearson. l'élude uumérique de J'h(•ri'rlit{•. C'r,.;l cellc 
Huele qui 1<', a contluil-; ú prt~ri!'rr les nolwns fonJamenl ale:-. 
de t·c qui P:-ol aujounl'hui << la StaLisliquc ;\-lalht\malique JI, 

!'n pnrliculit•r la nolion <l<' u corr{·laLion '' t~nl re des caracteres 
lliPsurahJe, laille par· rxemplc) d!'s ·2 incli\'i(lu:-. apparentÍ's. 

C:r:-. eor·r·í•lal ions o ni Hé l'ohjrl d!' rwmbreuse~ détermi­
nations cmpiriques, publiés clnns la r<'vuc Biomélrika. J'ai 
indiqué \1) les résullats essenliels oblenus par <:allon el 
J>carson. <'l rappelé <"omrnE>nl. lors de la r·cdécouYNie. Yers 
n100, tle:-; lois de \lcnclrl, la qu¡•slion s'rsl posér de san>ir 
s'i l n' ~, n. pas inrompal.ibiliU• entre ces lois, qui !-mpposent 
une hérédilí• « particulaire » el font dépcndre les cnfanls des 
parPnts :-;rulcment. el le~ résull.at~ ele l'école biométrique, qui 
1 radu isenL une hérédil é mélan~(Se eL ¡·onl.inue, llll<' dépen­
danre en moycnne des cnfanLs a l'égard drs parcr1ts eL aussi 
des rlivcrs ancctres 2). C:eltr. divcrgrrll'f' appareulP a élé• 

(l) \nnalcs de I'Unh·ersité de L~·on, scien•-l'•· 1!\<18. 
(~) Voi1· <:. Durmol~. nnnales d.e l 'lnsLituL TI. Polncnni, :r, 1932-33, p. 2 1:1. 



lrwée par PNtrson, ~1\0\\ (voir bibliographie p. f>l ) <·~ surloul 
H.-A. Fisher dans son mémoire fondamenlal des Transactions 
or lhe H. S. or Edinbul'gh (:)'l, 1918, p. 399) (mémoire que 
nous désignerons Loujout·s, par la suile, par la notation 
abrégée Ed. ). Le bul du travail que nous présentons ici est 
de développer syslrmatiquemcnL les hypotheses el les 
mHhodrs qui pem1cLtcnL d'Hcnrl!'e les lois de ;\1endr>l :·, 
l 'exp l i~;aLion des 1nudes d'hérédiL(· « mélangée ''· 

Oans le ~;hapitre J. nous prétisons d'abord les nolions rlr 
base : faclems mendéliens cumulatif:::>, aléatoires q ui Lra­
duisent l'nclion de ces facteurs, liaison de ces aléaloires dans 
l'hypothcsc usuelle du << randorn mating », eL dans une hypo­
lhcse d'« homogamiE' >> pour laquelle nous indiquons une 
mélhode commode de calcul symbolique. 

Dans les chapitres TI, JH el. IV, nous parvcnons a la 
rlélermination générale, daos le cas du « random mating ''· 
des corrélations entre individus apparenlés (englobanl ain:-i 
tous les cas particuliers traiLés par Pearson, Snow el Fisher) 
gr;\ee aux propl'iétés de la « causalilé pnr échelons >> (cha­
piLt·e II) eL ú la forme symbolique que nous utilisons pour 
ees corrélaLions (chapilre li L 2c cas). 

Dans le chapiLrf' \' nous indiquons <·ommcnl. on pcul. 
ealculer, dam; l'hypoLitese d'homogamie, les corrélal.ions le~ 
plus simples , et sous quelles approximal ions sonl valables 
le~ expre~sions simpli fiées admises par H.-A. Fishcr . 

.Te tiens ú exprimer ici mn tres vive reconnaissance a 
M. G. DAnMors, qui m'a si judicieusemenL guidé daos mou 
Lravail eL n'a cessé de m'enrourager. J 'aclresse des remer­
c-iements Lrc:-; sincel'e:-; á ~L Emile BoREL, qui a bien voulu 
présenler ú l'Académie des Sciences les principnux ré­
sullats (1) ; eL u M. VALIRON, qui a bien \'Oulu se joindre á 
\DI. Borel eL Darmois pour con~Lituer lf' jury . .JE' rcmercic 
aussi ;\HI. Tg!SSIER el L'HÉRITIER pour les nombreux enlre­
liens qu'ils m'onL UGüOrdés. En memc Lemps, je l.iens a 
lémoigner touLe ma gratitude á M. H. EYRAUD, clont Ir~ 
t'Onsetls m 'onL élé préc-ieux. 

(1) C. R. Ac. Se. T'ul'is : 204, p. 61!); 206, p. 153 ol404; 208, () fóvriM r.t, 20 r~vrler 1930. 



<:HAPITRE 
LES \' ,\HlABLES ALl~ATO lHES Qll l T RAD UJSENT 

L'ACTION DES F ACTEUR S ME~ DJ~: UENS 

Hypothese des facteurs m endéliens cumulatifs 

Coosidí•rons une poptdation dont les individus difl'h'cnl par 
un ('erlain nombt'l' de fadt'urs mendélien~. Le:; <"aracléri~-

1 iques de rhaque indi\ id u dí·pendrnl dr ~a conslit ulion hérP­
ditaire d des tonditions de son dé\·eloppemcnt. i\ous suppo­
:<erons <.Jlll' la c·onst il ut ion hí·rí·ditaire d'un inuividu peut eLre 
c·aradéri~(·p uniquenwnL par la donni·e de !'ensemble des 
~(·nrs qu'il porte, par sa (( ronnule héréditaire l): si 'la, Jl'a' ... 
~on l le,; di lh!rcnls c·ouplcs de g1'>nes aJI(• I omorphc:-~ q ui inler·­
' iPnnen l . J¡.,., formul1•s possil•lrs ¡;eront : 

.1:1 , 1' :1' .... . \a.l'. l ', au. l'.l', .I.IA'a', ... PIC'. 

Soil alors un 1·aradcre mcsurablc !1 d'un individu. Nous 
sttppO,.;('I'OI\S c¡ue ¡o'cst. la 301llllle de ·! termes : !J .r-.-e, ll' 
premier .1· rl'présenlc l'action sur re carartf>re 1les facteurs 
hí•rédi l ai r·p:-;, 1·'esl-ú-dire qu'i l cst détenniné par la formul<' 
hí•rl>dilair·(• dP l'individu; le deuxicme lerme e rcprésenlf' 
l'pfl'et des c·ondition:; du développemenl. clu milieu. nous 
supposrrons par la :-;uilc <ru'il csl indépcndanl de la f'Onsti­
tu l ion h(• r·éditairc; noos venons qu'il cst en gén(•ral négl i­
trP.ahlc pm· rapporl a .r el, daus ce chapiln• nous ronfondrons 

./ "' y. 
:\ous -;upposerons <'11 général (nous Hudil'rons au rhap. J\ 

1<· 1·as d1· la non ndditivité ou •<cpisLa1·y ))) que /rs différl'nls 
t'tlllfJle:< dt• yh1es r¡ui consliluenl lfl fomlllll' hérédilait·¡• d1• tindi­
t•irlll ajoult•nl lrurs t•/fl'ls. c'l'sl-ri-dire tfllt' .r t•sl la .~omme dr.~ 
m nl t·iblllion¡; IT , l\·, elr·., dr.<.: rlifft;ren ls couplrs. 11 flrendrn les 



valeur.~ i. j. ou 1.-. suivanl r¡ue Ir' ¡n·emier· couple dt• l'indil'idu 
('.t;/ dans l'élal A. 1' A a, U/1; (l(l de meme /{ ¡m>ndm [e¡; valeurs 
i'. j'. !.-', :w i r•a ni '1" r• l '' rlt>fi.T' i ,; 111 f' col/ ¡1/ f' t>sl , 1'. 1 '. /1 'o'. o u a' ({ 1 

; 1'1 ('. 

La var iable aléatoire qui correspon d a un fact eur 

~¡ nou~ porlon:-. nolrr allenlion sur lt• premier eouph· 
indépendammcnl tles aul.rcs, les individus :;e réparlironl <'11 
:3 raLé~orics ou 11 phases n suivanl qu'ils porLenl le eouplr : 
. \.l. .la, aa; dé:;i~nons par P. ·2Q. R la fréquen<·r clan:-; la 
population de t"hal'une dr ¡·es :3 <·al <'•gorie~ : 

Ce sont au::;::.i les prohabiliLés pour u11 individu pris au 
hasard duns la populaLion considt•rée. d'avoir la <"Onsl iLut ion 
.lA . . \a, aa. Elle~ sonl relaLives a une population dél<•r­
minée el. ú un insLanl déLcrminé, el elles peuvenl nat urellc­
menL changer d'une généralion ú une aulre. ) La eonlri ­
huUon fl du premier C'OIIple au caracler·c. pour un individu 
pris au hasard, apparail done tornme une variable aléaLoire 
qui }Jeut prendrc les l'ttlew·s i, j. k. auec les probabililé.<.: 
P. 2Q. /l. de memc f\_ rst une aléatoire égale ú : i', j'. // , 
nvec le:-. probahililé" P'. :2Q'. H'. Daos le~ hypol heses faite:.-, 
la conlribution :r des fac·Lcurs hét·(•diLaires esL clone. pour un 
individu pris au hasard. une aléaloire qui résulte rlt' l'addilion 
d ' un cerlain nombre d'nléatoires du :3l' ordre 11, 1\. etc .. qui 
Lraduisent les cfl'eLs des différents l'Ouples de gimes (que nous 
appellerons égalcmenL fadeurs ). 

On pourrait aller plus loin el :-.uppo:-er que l'ef1'et d ' u11 
couple de gi>nes rst la ::;omme des efTeLs des :2 genes qui le 
<·onsLilu<>nL. Alor·s. en désignaltl par l la conlr·ibution tlu 
gime .~ l el par s l'elle de a. la conlribution JL du l'adeut· tor­
respondanl prenclrait !'une ou l'auLrc des 3 valeurs : 

i= ·U, j = s + L. 1.- = ·2s, 

<·orresponrlanl rcspedi,rmcnl aux Hals L1 , .\(1, aa. La 
contribuLion ¡ de l'héLér·ozygolc csL a lors la moyenne des 



c·onlribulion:> i et 1> eles ·~ homozygoles. C'esl lit la •·mHlilion 
pout' que l'aléaloire du :3e orclre JI puisse t1 l1·e t'Onsidérée 
¡·omme résultant de l'addilion de 2 aléatoí1·e:; du ·2e ordre 
(que nous désignerons par· t"ll~ el eH~' ) . Dan:-; t·c <·as x scl'ail la 
somme d'aléatoÍI'CS du 2e Orclrc rept'ésenlanl le:-; ronl ribulions 
drs dilTérents genes. Mais nous verrons qu'en gt"nél'al on nc 
peul admel Lre qu'il en soil ainsi; l'hél érozygol(' csl presquc 
1 oujoul's plus voisin d'un des homozygoles que de l'nulre el 
mcme il arrive souvent que la présence de l'un de:- genes 
l'dl'an' presque c:ompli>lcmenl. l'elTet ele l'aut re, C''csl le ca,­
obscr,·é par :\Iendel, di' la dnminanrp complPLP: l'hHProzygote 
a pparait idenlique it 1' un ele:-; homozygolc:-o. La do mi nance 
•·ompiHe de A sur a en ce qui concernc le eantclcrc mesuré :r 
se lratluil par j=i. S'il ) a dominanc!' incomplete de .1, j 
f>SL plus voisin de i que de k. 

Liaison stochastique des divers facteurs 

Pour ronnaitre le l'omportemcn l. de la so m me de ces aléa­
loircs, il ne suflil pas de se donner chacune cl'elles. il faul 
cnr·ore connaitl'!' lcur liah;on stochastique ; le cas 11' plus 
:-oimple, reconnu par \lende! dans ses expériences sur les pois 
p,.;t. celui de la u réparLilion indépendante 1lc!' f:H'leurs n; 

c·'est le cas ou la réparLilion d'un des factem·s reste la meme 
quand on flxe l'éLnl. clans lcquel se Lrouvenl les aulres. 
JI, K sont alor~ d<>s 'a1·iable:-; aléatoil'es indépcndanlcs. Les 
dill'érentes valeurs possibles pour JI +K par ex<>rnple ont les 
p1·obabilités : 

¡> fJ', '! J>(J'. p U' ' -lQP'. e k 

.\Icndel a donné comme ~xemple pour les pois, les~ couples 
. ele genes lisse-ridé et jaunc-verL Si on croi:-oe ~ntre eux les 

hélérozygotes doubles c¡ui ton:,;tituent F11 ehaque couple de 
~~ne apparatt dans /<'2 sous se~ 3 étals ave(' les fréc¡uences 
J ¡.l, 1 /2, 1 /4 ; el on vérifie que les fréquences de:; \.> états 
de !'ensemble rles 2 couples sont bien sensiblement les f'oeffi­
I'Í<'nls du tléveloppcmenl de : 

\uf• l + uf'2 + tu/4)2 



:\ous vc rt'Oil~ plus loin que sr les eroisrmenLs ont lieu au 
ha:-;ard, on trntl toujours asymptoliquemrnl vers l'indépen­
dancc storha:-;l iq ue eles facLeur~ dr quelqur manirrr que soit 
c-lwisie la pop ulaLion inil iale . 

Homogamie 

\lais il m-ri\r SOli\Pill qu'il n'cn est pas ain~i, par suile clu 
l'nil 1 res grn(• rnl de (( l' homogamie » ohserv(• par les biometri­
!'Í('ns ehez l'homme el dwz les diversos pspi•ces animales. Si 
on examine un cerLain nombre de eoupiPs <'l qu'on mesure 
chnque fois un mcme r·arac·U~re e hez les 2 C'On joinls. on ohscrve 
que les Z mesures ne sont. pus indépenclanL<'s, qu'il y a enLrc 
elles une conélalion posilive dont le coeffirient est. ele l'ordre 
dt> ~.-andcur de 0,2. Les ronjoint" rle:;; individus a~ant un 
e arad ere de ,·nleur clél<• r·m inée le u r resscm blcnL en m o yennc 
plus que s'i ls HaienL C"hoisis au hnsar·d parmi la pop11lalion. 
Si par exemple on eonsidere les individus ayant une taiiiP 
ciHerminée supérieurr ;\ la moyenne, la taillf' mo~·nnne dr 
letu·s conjoinls est nussi supériem·c ú la moyenne, el. par suiLc 
chaquc faclcur n lendan<'r a se tr·ouver dan:; une phnse qui 
apporle a la taille une contribulion posilin-. plutót que dan~ 
une phase qui apporte une conlrihulion négalive. 11 ~· a clone. 
e-hez LouL C'ouple de paren [,:; el par suiLe aussi chez les enl'anls, 
une lendanf'e :\ l'associalion des phas~s des diiTérenls fa<'Leurs 
qui produiscnt sur la taille des cfl'eL::. de mcmc sens. L'homo­
~amie se lracluiL par une dépendnnce mutuclle de !'ensemble 
d('s l'acteurs. Uans une populalion en équilibrc, la prohabilité, 
que nous désignerons par (111), des étaLs simultanés i, i'. í" 
pour· les aléatoi r·es JI, K, L, esL difl'érente du produit PP' P". 

P r obabilités d'association des facteurs 

'{ous aurons surlout i1 considl•rcr l'associaLion 2 a Z de ces 
fatlcurs, par exemple l'associalion entre JI eL](; pour cela 
il pourra elrc commode de désigner avce H.-A. Fisher les 
probahilités des divers HaLs poss ihles pour l'ensemhle HT{ 
pa•·: 

(ll)=PP'(l +/11), (12)=2PQ'(l +/12), (13) PH(l +f13), etc. 



on inlroduil ain~i drs roefTicien~s d'assot'intion f1m (~ 1). 
Yariahlr:-; naturellem<'nl avee le rouple ele facteut·s consid(•t·rs 
et qui sonl nuls dans le cas di' l'indépt>ndaJu·c. 

C:es I'Oefllrienh semi. liés aux probabilil (>s 1 ola le:' d<' 11 CHI /\. 

pat· lt•s rrlal ions : 

( 11 ) + ( 1'2) 1 ( 1:3)=( 10) 

(prohahililé puur <[lll' JL ::.oiL dan!-. l'étaL , 1.1 ). 
qui s'(•c·ril aussi : 

c'csl~ú -dire : 

el. de mt~mc : 
J>jll .-"2.Q'/12 · H'/1a .o 
f>'/21 ~ ·2Q'/22 , R'fz3 -:: 11 
P'/a1 +2Q'fa2 '"' H'faa = O 

Pfn +ZQfzt + Hfat =0 

J>ft2+2Qf22 t Hfaz = O 
1 'f 1:1 ..J._ '?.Qf 2:1 Rfaa = 11 

1 
? ( 1) 

\ 
Ces r('lntions pcrmcltenl de <"alculer les ~) coeflicicnls a 

partir par exemplc de fu. f 1a. / 31 • / 33 , pris arbiLrairrmcnL el. 
suppos(~s suflisammcnl petits en \'aleur ahsolue pour que Lous 
le:- f soirnl > l. ce qui t>SI n(•cPssaire pour que toules les 
rréquenl'e" soient positi\·es. 111 n'y a don<' que 5 relalions 
indépcnrlantes; d'ailleurs la r<'lal.ion qui lt"s unit esl : 

On pt'ul de mt~m<' introduirr des coellh:icnls d'association 
3 ú :3. On désignera par exernplc les probabililés eles diwr::. 
éLals possibles pour l'ensemhlc flf(L par: 

1 

(111 ) PP'l)" (J / 111 , ( 11'2)-"2PP'(J' 't l + f 112}, cll'. 

Ce:-. 1·oefficienls sont liés aux probabilitt·~ 1 o tales el aux 
coefllcicnls d'as~;oc·iaLion 2 a "2 clr JI eL K, 11 et. L, K rL L, 
soit"nl /iio• hoi• fo;j, par les relaLiom; : 

J>fJ'P''(l +flll)-t ·2PP'Q" 1 · j 112 -t PFI/''(1 +/113) 
= PP'(l +fno) ele. 
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' <' 'esL-:\-d i t·e : 

1 

1 

P"fm +'lQ"fm+R"fus= fuo 
et 8 analogues. 

P'fm + 2Q'fm +R'fm = ftol 
eL 8 a na logucs. 

Pfm+'lQf2ll+Rfm fon 
rl ~ annlogut>s. 

Probabilités d 'association d es genes 

,\ <'<Hr de ces quanlités qui Lraduisenl l'association entre 
facleurs, introduisons les fréqucnces eles diverses associations 
entre genes, aulrement cliL, des divers types de gamHes pro­
ctuits par les individus. soil dan:¡ le cas des :3 facteut's : 

(111) 
(113) 
(131) 

fréq uence d<' 1 'assoeia Lion _ L L l" 
)) )) A 1l'a" 
)) )) JI o' A", eLe.. 

La quanlité 111 ) par exemple repré::.enle aussi la proba­
bilité pour que :~ genes pris au hasard dans les 3 couples 
d'un individu quelconque soienL les genes A, A' eL J1" ; ot· 
C'Cs 3 genes pcuvenL se renconLrer chez l'homozygoLc 
AAA'A'A",t" qui fournit leur association AA'A" avec pro­
babilité 1 ; ou chez les héLérozygotes simples Lels que 
A .tl 1l'a'A"A" [de fréqu.ence (121)] qui les fourniL avec 
probabi lilé 1/2; chez les hélérozygoLes <loubles Le ls que 
AAA'a'A"a" de fréquence (122) qui les l'ournit avec proba­
bilité 1/4; eLe. La prohabilité lolale ele l'association .1. 1', 1" 
esL done· : 

(2) (111 ) (ll l)+ (1 1'2)+(1~1)+ (211) 



On Yoil que la fJ'l•quence ciC' l'associalion .Lt'A" n'est 
aul rC' que c·clle d'un g-r·oupc qui <'Omprendrait avec· le~ homo­
z~ gol e::; <·onespondanl s la moitié des hétérozygole~ s imples, 
1<' q uart dC'g héLérozygotes doubles. le h u ilieme des hétéro­
z~golcs Lriplcs, etc. Cela tienL ú ce q ue la moit ié des ~ameles 
pi'Oduite!'l par un hétéroz)·gole simple, le quart de <·elles d'un 
hl•ll>roz~·golr double, sonl d'un lype déterminé. 

Si on rrprésente par (110), (130), cLr .. les probabilités 
el 'associal ion des gcn<•s ele::; 2 premiers <·ouples. on a 

(:J) \110¡ ¡111¡; ,113) {130)= ,131) t-(133) 
(310) (311 ) t (313) (330)=(331 }+ (333) 

En ajoulanl il l ' t•xpres~ion ' :2) el<• (111) l' f'xpr·ession 
analogue dC' (113), on lrouve que : 

(110 = ( l 111)+{120)/2-t-(210)/2+! '220) -! 

c·'csL Líen l'l•quivalt'nl de la formulf' (2) dans le 1·as de '2 gf>nes 
seulemenl. 

De memc les proLabililés des éLats 1 el a pour· un gene 
du premier couple :-;onl : 

( 1) (100)=(1101+(130) (300)= (310) + (330) 

P our simplif1er nous poserons <·ommc Fisher !100)=p el 
(300)=q ct de memc (010)=p', (030)- q', etc. Ct's quan­
til és sont évidemmenl liécs par la relalion 

(<'elLe relaLion, qui pcuL s'écrirc aussi d'apn's (3) eL (4) : 

(111)+(113)+ 131 133 T(311 )+ 313 ~ 331 - 333) 1 

expr ime que la probabililé toLuh• de l'cn~cmble des combi­
naisons de ~i·ncs est 1 ; en ajoutant le:; relal ions tt"lles ('2 ), 
on Yoit que <'<'la revicnt a dire que la probabilité totalc de 
Loutes les comuinaisons possihles des deux racteur:; c~L 1). 
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Les deux cas qui seront étudiés 

L'inlroduction de ces dilTérenles probabililés ou fré­
quences, nous permet de spéci fier la consLituLion généLique 
d'une population déLenninrr; nous allons maintcnanl éludiee 
lcur variation au cou rs du Lcmps de génération en génó.raLion, 
eL voie si elles tendenL ver·s une répat·LiLion rl'rquilibre, eL 
tfUellcs sont alors leur:; valeurJ:L Nous désigncrons par F 0 

une population d'adulLcs i ni tia le. donL la consl ilul ion géné­
l iquc est supposée donn('c ; par F 1 l'ensemblr de leurs 
enfants, F 2 !'ensemble de leur·s petits-enCanls, el c. La répar­
lition des genes clans /•\ sr déduira de la réparlilion C'Onnue 
dans F 0 grace aux lois de ?llcndel. mais a condiLion de faire 
des hypotheses sur la rnanic,·c dont se forment les couples 
de parents dans F0 . Nou)'; cxaminerons d'abord l'hypothese 
de conjoints s'associant au hasard : random maling; puis 
nous étudierons 1 'hypolhcsc proposée pa1· Fisher pou1· ten ir 
compte du phénomene de 1 'homogamie. 



1 er CAS : 

RANDOM MATING 

Stabilité de la proportion d es gimes 

L'hypol hcse ,, d'accouplement a u hasard '· o u '' random 
mating "• fréquemment faíl e par les biologisL<'s, consiste ú 
atlmettre que les indi\ idus prennent leurs conjoínts a u 
hasard dans la populaLion, sans manifesLer de préférencc, 
sans rechercher ceux qui !cut· ressemblenl. Alors, la connai::-­
sance de l'un des conjoinls ne nous apprend rien sur l'aulre, 
il y a intlépendanre slochasLique entre leurs caracteres. Les 
probabililés, puur que le:. gametes des deu"X conjoints qui 
s'unissent pour former un descendanL soienl de Lypes détcr­
minél:i sonl clone aussi indépendanLes !'une de l'auLre, la pt·o­
babiliLé d'un desccndanl d&lerminé esL Jo tH' le pt·oduil des 
probabiliLés des deux gamCles qui le consl it ucnL, ou la somnw 
de tels produils s 'il peuL CLrc eonstitué de plusieurs fa~ons 
Jifiérenles. Si on considere, par exemple, la répartition des 
indiYidus de F 0 entre les trois génotypes AA, ,1a, aa, dans 
les proporLions P, 2Q, n, la probahilité pour que les deux 
conjoinls d'un couple aienL des génotypes dóterminés sera le 
protluit:. des pr·obabiliLés de <·es génoLypes. 

Supposons La populalion nolllbreuse, les dill'<~renls lypes dt­
couples se formeront avec des fréquence::; ::;ensihlement égale~ 
a leurs probabilités (aussi emploierons-nous indislinctemenl 
dans ce qui ~mil les termes '' probabilité " el '' fréquencc "), 
probabiliLés qui sont les difl'érenLs coefficient.s du développe­
menL de (Pu t;¿Qv+Rw)2• Si Lous les Lypes de couples onl 
la meme fécondiLé, le meme nombre moyen tl'enfanLs, ces 
coefficienls ~onl. égalemenl les fréquences dt• leurs enfanb 
clans F 1• JI ) a done dans F 1, (l'apres les lois de ~lende!, des 



proporLions fJ2 tl'cn fanls A.'l, provcnanL de parenls. L 1 et A. 1, 
des propOI'Lions PQ dt' Ll et PQ <le Aa provenanl d<' parents 
. Ll d .-la. ain::;i que : 

{J2 de l l.l. ·uy de Aa. (>2 de aa pr·o,·enant df' parenls .lat>l Art 

PRde . la.......... " >> . l.letaa 

QH de Aa eL QR de (/(/ ..... . )) ) ) , \a eL aa 

R2 tle aa ......... . )) )) rw et aa 

Les génolypes AA . . la, aa, sont. done r<'parLis danR /'\ dans 
lrs proport ions : 

P¡ JJ2 + "J.PQ 1- (Y~= P + Q)2=pt 

2Q1 = 2f>H + 2Q2 + 2Pfi+ 2QU = 2(P + {) ) (Q+ H) '2pq 

R¡= Q2 + 2QR -t H2= Q-t mz= q2 

En appelanL comme ct ' usage p= P + Q <'L t¡ = fJ + H (p+ q= 1) 
les [réquen<'es des g<"nrs ! l et a dans F 0 . 

On voil <lÍnsi que LouL se passe comme si les g-énotypes 
de F 1 étaient, formés par assoriation au hasard de 2 gen<'s 
puisés dans un ensemble qui c:onLiendrail une proporlion ¡J 
de genes . 1 ct une proportion q de genes a. Il devaiL bien en 
etre ainsi puisque nous avons supposé que les i ndividth 
l'orm<"nl r hacun la m eme quanLilé de gamHes IerLilrs et q tw 
cellcs-ci s'associenL au hasard, les gamCLcs A et a, issues de 
la populaLion F 0 , sonL alors dans les proportions p -= P + Q. 
et q= Q+ R eL leurs 3 types de combinaisons . L \ , . !a, aa, 
dans la population F'¡ ont bien les fréquences : ¡> 2 , 2pq, r¡2 • 

Les proporLions de genes clans F'¡ sonL done p1= fJ1+ Q1= ¡l 

el q1 = Q1 + R1 = q ; les proporlions des gc'not) p<>s dans la 
génération suivante F 2 seronl clone encore p2, 2pq. q2 ; F 2 a 
done la m<'me composition que F 1 ; a parlír de la premirirl' 
généraliun ublenue ¡wt· « ranrlom mal in y >> la com pos i liun dt> 
la populalion relalitl('llll'lll a 11/l faclew· délerminé 1'1'1;[(' int•a­
ríable, le.'~ prupodion:; des Z genes élanl p el q t•l rrl/r!l dt•s 

;~ [JénolypPs p 2 , 2pq. q2 • 
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Passage d'une génération a l'autre, 
pour les probabilités d' association 

Ex a m inons maint e na ni q u elle ,·ariaLion prO\ oq u e a u t·ours 
dr~ généraLions Ir << mnrlom mating '' sur l'assot·int ion entre 
Ir:; dill'érenLs gimes. 

Pal'lons rl'une populat ion F 0 • classéc pour fix<•r les idées 
~11i\ ant l'état des :3 fadeurs. La fréquence de leurs assor ia-
1 ion" dans F 0 esl parfHil!!nwnl. raractérisée par lt•:-. quanlilés 
1 <•!les que 111 , . ll :?). rl<'. \ous représentons 1 oujours par 
(111 . 113 . rte .. le-; asso<·talion::. entre le:-; gi•ne::. daus F0 . 

l .t's lois de :\lende! nous pPrmettcnt alors de eakuler les fré­
c¡tu•nt·es dan:; la géné1·al ion suivanlc F 1, fr·équen<·es que nous 
d(•:;igncr·ons par ( lll )' ( JJ·2)' , el('. La fréquenec (lll )' esl 
n•lle d<>s homozygole~ I.Lt'. t '.1''. 1' ', qui provicnnent de 
l' un ion de 2 gamt>l es . 1 t ' 1" is~ues de F 0 • gamctcs clonl la 
probabilit é esl (111). De nH~rne les hét éroz~·golcs silll pies tels 
que A L1'A'.- I "a". de fréc¡uen<·P 112,' . prodenncnl. des deux 
C'omhinaisons.Ll' 1" ~ .11 'a"Pl . IA'a" .t 1'1 " qui ontcha­
cunc rour probabiliti· (111) ~ 113 . Les hé-lé•!'OZygote~ doubles 
lcb que .lA. l 'a'.l " a". d1•:-> •1 combinaisun~ AA'A" > . t a'a" . 
. l n'n" x tlA'.1" . . 1.1'a" x. ta': 1" . . l a'.l ' ' x . l.t 'a". d1·. 

On a done : 

(111)' -(111)2 

( 112)' =-:2(111)(113) 
(()) ( 1'2•2)'=21111)(133) ·}131 )(1131 

~ ·2'2'1 )' ·? ,111 333 1-< •2 1131 331 -¡-·2·131 313 _-¿ 133) 311 1 

Le~ prubabililés des ussoeialions entre genes dan!'> F 1 ~ont 

l'ournies par les éc¡uations ll'ilh que ) } qui donne: 

(111)'=(111 )(111) 1·(111 , 113) + 111)(131) i 1111)(311 ) 

+( 1 / '2)(111)(133) .¡ ( 1 /'1)(131 )1113)+ (1 /:2 )(111)(313) 

+( l ¡2)(311 )1113)+(1 f"l )(111 )(331 )+(1 /'2)(131 )1 311 ) 

t-( 1 ¡ ~ )1 111 )(333 ) ¡-( 1 / 1)1 113 331) + 11/--l . 131) 313 

+ {1 / 1 133) 311 
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en Lenant compte des eelations (3) et {•1) cela s'écriL : 

17) (111 )' = 1 ¡ 1 )(110)(001 ) +( l 1 ¡(101 ( 010) 
+ ( l f l) (011 ){100)+ ( 1/ 1)(111) 

CeLLe derniere équation peuL d 'ailleu rs s'élablir dirccLemenL 
en remaequanl que, quand les :3 ¡renes . Ll'.l" se Lrouvenl. 
associés rhez un individu de F 1 (te qui se pe~!'enle aver la 
fréquence (111 )'). il y a égale probabililé 'l /H pour qu' ils 
soient fournis lous :3 pal' l' un de ses parenls c·hez l<'quel ils 
onL alors la probabi lité (111) cl'vLre associrs) ou pour q ue 
A et A' soienl fournis par le mcme parcnl eL Jt" par l'auln' 
[probabilité de cette réunion (110) x (001 )] ou pour que 
A eL A" soienL foumis par le mrme parcnt eL .1' par l'auli'C 
[ probabilité (101) x (010)] o u pour que A ' ct . 1" soienl foUJ·nis 
par le meme parenLetA par l'auLre (probabiliLé (011) X (100)) . 

Les équations du Lype (7) nous fournissenL les probabililí·:-; 
d'USSOCÍUtíOn triple, U partir Lles probabiJités d'assOCÍation 
t1·iple eL doublc dans la généraLion prP1·édente. 

\jouLant a (7) l'équation analogue : 

on a : 

1113)'=( 1 / 1)(110) :< (003)-1- l lll 103 010 
-J-( l 1 1){013) X (100) +{ 1 1 1}(113) 

(110)' =( l 1 1}(110)+ (1 /•l) (100) X (010)+ ( 1 1 q (010)(100) 
-;-( L /4 )1113)~( 1 '-0 (111 ) 

c-'esL-a-dire : 

(X) (110 ' =( l /'2 110H ( 1 1:2 ) 010 x 100) 

Cette équal ion foumiL la probabilil é d'association entre 
.1 eL . 1' qui onlla mcme prubabililé 2 / 1 d'éln' fournis tous 2 
par le meme parenL, ou chacun par llll des parenLs, ce <JUI 

pcrmeL de la rctrouver directemcnt. 
En ajoutant l'équation (8) eL l'é•quaLion ana loguc : 

On relrou,·e l'('qualion (100)' =( 1 '·2)f100 + (1 f'2 11100 = 100' 
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qui exprime la conslanre d'unc ~énéralion a l'autrr de la 
Jll'llportion ¡1 - 100) du gene A. 

Indépendance asymptotique des divers facteurs 

La varintion au cour:; clu ll'mp::; dt• l'associalion entre 
·2 genes nou:-; csl foumic par l'iLí•ration de J'équalioll (8) : 

110¡' -(1 ~) 110 -t-( 1 ¡:~ )Jlj)' 

l11Q)" ::( 1 2)(1101'+ ) ¡"21¡1¡>'= \1 /·l) (110)+(:3 f·1)pp' 
(110)"" (l /2")(110) + (1- l f"2" )pp' 

On voil que que! yue suit le tlegré d'association initial. la 
f•·équence ele l'associaLion A . l ' lend, a u cours du lemps, vers 
la limite pp', produil des fréqucuces des ·2 gimes. 
JI en résulle, d'aprcs l'équalion i. que (111 )'"1-(1 ¡t)(111)"1

· 1t 

lend vers la limite )3 l )pp'p" par ~uitf• la prouabiliLé (111 )"'1 

de l'asso¡·iation A. l '.l" tend as~mptoliquement 'er::> le pro­
duil pp'p". 

On ,·oil aisémenl par récurTCJH:e qu"il en :;erail cncore de 
lllPme :;i on ronsidérait un nombre quelcunque de genes. 

Les équulions telles 4ue (6) montrenl que les fréquences 
des difTérents génoLypcs tentlenl aussi vcr·s des limites. et par 
cwmple le:; valeurs a:;ymptotiques des probabilités des géno­
l~pes .l.l.l' . l'.l"A", .LL4'l1'A'"n·· .. LLl 'A'a"a" sont res­
pcctivemenL p2p'2p"2= PP' P", 2p2p'2p"q" =2PP'Q" et 
p2p'2q"2 - PP'R". La répartition des individus entre Je¡:¡ 
:3 Hats .l'' 1'', . 1"n". a' 'a'', est done intlépendanle de l'élat 
des aulres 1·ouples de genes. 

En conclusion, si une populal ion uomhreuse :;e rcprod uil 
dan:; les condilions du '' random mating ,,, la l'épad ilion des 
genes tend Yet-s un {•tal d'équilibre dans lequel la frér¡uertct• 
d'unr associalion esl lt• produil des fr·éyumces de .~es consli­
luanls, el La connaissan1·1• d~ l'élal de l'un d'eu.c ne modifie pos 
la fréquence relalive d1•s aulres. Ct•La reL'il•nl a dire que. quand 
l'élal d'équilibre esl alleinl. les aléaloires JI. ](, L. ele .. son/ 
slochasliquemenl indé¡u•ndanles. La réparLilion du caraeterc .r 
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da ni3 In populaLion f1 nale esl. cclle d'un<' ::;omme d'alénLoi rcs 
indépendantes du se ordre. 

Oans les expériences de \lende! Blaringhem. (( L'h!'ré·clilé 
mendélienne ''· p. 3·2) celtc répa1·tiLion cl'équilibre élail 
atlcinLe des la ~e !o{énération F 2 du fait dt• la composiLion 
par Licu licre ele /<'1, qui étaiL formée uniqucmcnt d'individu:=; 
hélProzy~otes pou1· Lous les factcurs. 

11 y a lif'u d<' r<'marquer f'll oulre que. quand il n·y u pm; 
dominanee e'e~l-á-dire c¡uand j = i ?.-~-/; ·~. l'aléatoirr 11 se 
dé<'ompose en une somme de ·~ aléatoir<':-; inclépendanlc::; ciu 
ze orMc ae eL ae•. qui prennc nl c· hac·une les valeurs i /2 eL/; (Z 
ave(' les probabililés p et '1· c>l qui repré-;enlent l'adion de 
chacun des 2 grnes. L'aléatoirr .T e:;t aiOI'" "'~~' :;omme rl'aléa­
Loire:-. indépcndanle~ du ;2e oi'Cirf'. Toul "~' passe c·o111IIH' :-i 
les ·2 ~rnes de l'haquc <·ouplr ag-issaienL indépcndamnwnl. 

Compatibilité d e « l 'h ér édité melée n 

avec la lois de M endel 

Nous pouvons rnainLenanL ,·oir ú quoi co1TespondenL les 
2 calégories de c<u·acl <\r·es étudiées pal' le~ g1;néliciens rl pour 
lesquelles on a <TU parfoi::> de' oir distingucr deux rnode:" 
d'hérédilé diiTérenls. O'unc parl ('ertains carartere:; n<• dé­
pendanl que d'un petit nomhrc de factcu 1·s mendélicns pré­
senLenL a J'obsc¡·vation une échelle nellf'rncnl discontinur de 
valeurs. eL leur analyse généliqu<' permeL alors dans beaucoup 
de cas de préciser le ¡•óle de:, difTél'ents factcu1·s. 

Au contrairc. d'autres ('ante! ri'P.!". ::~pparaissf'nL susceptibles 
de prcmlre une éC" hclle continuc de valeurs, le <'aractere des 
enfants Hant alo1·s en généml inLermédiairc entre c·eux des 
parenls. Ce sonl les cas (( d'hérédité m<\lée " que Pcarson 
opposaiL aux cas d'hérédité ((cxclusi,·e ,> ou ((a lternali,·e~' 

(P h. Transact. HJO l , A, 195. p. RO). 
C'esl sur les caracteres a hérédi Lé melée, donL la Laillc esL 

le Lypc. que Gallon nv::1il c>t::~hli -.po:; lnis El il a,·aiL Lrou\'é 
que la répartition de ces raracli•res dans la population obéil 
senl'iblemenL a une loi de Galli:lS (Natural lnherilancc. p. ~)0) . 
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Or ce résull al se juslifie parfailcmenl en admellnnl que ces 
ca ractcr·es résultenl rle J'arldilion de:; efTets d'un grand 
nombre n de facteur·s mendéliens indépendanLs. Cellc somme 
·" admel une échelle pratiqucmcnt conlinue de valeurs el 
~;i on suppos<' que les conttihul ions des différenls facteurs 
sonl pelil es par rapport ú l'écart-1 ype ~-' de la somnw 
( ~.,2 =~H2 +~A 2+... puisqu'il ~, a inMp('ndance ). hypolhrsr 
qui se traduil par 

lkl -<<. li'l -< z, etc .. 
-¡_,. 

le 1 héorrmc de Lia pounoff monl re que la loi de répartition 
dt• la somm<' diiTért•ra peu d1• la loi dt• (;auss Paul Lh~. 
"Théorie dt• l'adclilion des variables alt;aLoires >>. p. ·2U ) 

On peul monLrer de memc que la loi de conélal ion enLn• 
IPs «·arader('s ,r1 ct .1·2 de '2 individus appurcntb diiTi•re peu. 
som; ees h~ polheses , d'une loi di' Gauss ú '2 , ·ariablel.i. ee qui 
pcrmel dt• la l'aracl ériser par IP coerD«·ient de eorrélation 
Jl(.r1a·2 ) /M (.r2 ). 

Ainsi. t·unt rairenwnl a ce qu 'out cru I'Crtains biologistes. 
iln'~- a pas inl'ompalibilité entrr l'hérédilí• ,, m~lée ,, et l'hérl'­
diLé mendélicnne. l 1w hérédilé mMée en apparencc sP ramene 
ú l'adion d'un gra11d nombre clt• fadeur" mendélit'ns. Celle 
t•xplicalion a,·ait d~jú élé fournit• par :\ilsonn-Ehl<'. dans ::;es 

lravaux sur l'hérédilt• des couleur"' des grains d'ayoinc; puis 
par Easl (ma·is el 1 abaf') el par Casl le rL Lang (lapins) 
d. BlarinLrhem. op. t·il .. 

11 est cur·iNrx de nulcr que cctte idér se lrouve en gernw 
dwz GaiLon lui-mt1mc , :\atural Inherilunce. p. 1:3\J : " llw 
blencling in slalurc is due Lo ils bcing l he aggregate of Uw 
quasi-indcpendenl inherilant'Ci' or man~ separale parts. 
\\'hile eye-colour appcar;; lo be mueh les:- Yarious in ils 
or igin ... \\(' may wilh sorne confidence {'xpcct lhnL the la" 
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by which Lhose hereditary ronLributions are found Lo be 
govemed, may be wíclel~·. and perhaps universally appli­
(·able n. 

Cons ervation de la variance 

1~. - i\. Fisher. dans le premie!' chapiLre de son OU\' l'a¡?;c 
u The Genetical Theol'y of , aLural SelecUon >>, a mis rn évi­
denc·e une conséquence importante des pi'opriélés démonLréc:; 
plus haut, conséquence qui folll'nit une intér'cssanle v6rifi­
caUon de la Lhéorie mendéliC'nn<' de l'hé1·édiLé. ~ous a,·on;-; 
vu qu 'ap!'es quelques généralions de brassage la composil ion 
généLiquc de la population re::. Le sensiblemenl (·onsta11l e : le;-; 
clifTét·ents genes co nservenl les mcmes proporLions et LendenL 
a se répartir indépendammenL. La variabilité de la population 
(mesurée par excmple par la variance a ... 2= 71/+:¡A2+ ... ) 
resLc constanLe. C'e~l lit une preuve imporLanLe a l'appui de 
l'h~·polhese mend(•lienne de la ségrégation des gi>nes, car 
les autres Lhéories de l'hérédiLé pt·oposécs cntraineraienL en 
génétal une diminuLion rapide de la variabiliLé. Par exemple, 
dans la théorie de l'hérédité melé<' admise implicilemenl par 
Darwin, si les écarls de la partí<' hérédilairc de la taillc des 
parents avec la moyenne Haient x1 el :~·2 , I'écart ele la 

Lai lle de lcurs cnl'anLs seraiL ú peu pres a·1 t x2 et on auraiL: 

JI (xi) + JJ (x~ ) 

•l 

e~ la variance hérédiLaire de la populaLion dimin ueraiL de 
moitié a chaque génération. Or cetLe diminuLion ne peuL t1 l re 
compensée. ni par la Yariabililé ptoduiLc par l'environnc­
mcnL, car les expériences de Galton sur les jumeaux onL 
monLré quelle éLaiL Lres faible (eL des lors, comment expliquer, 
en admeLtant l'hérédité melée, la variabiliLé observéc parmi 
les enfants d'une m~me familia? ) ni par l' appariLion de 
mutalions nouvelles qui devraient alors H re lrcs IréquenLe~. 
alors que les expériences de Johannsen sur les lignées pures 
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cJp lwricols onl monlré qu'un lype hérédilaire. une fois isolé. 
s<' c-onserve long'lemps sans altération de sPs l'aral'leres, 
•·'t'sL-a-dire sans appnrilion •le mutations. 

Le faiL de la <·onscn·alion de la variance nc pcul rlonc 
s'expliquer que pa1· une Lhéorie de l'hérédilé dans laquelle les 
disscmblances des parcnLs, au lieu •le He fondrc rhez les 
c·nfnnLs, subsisten!. chez rux n l'état latenL eL pcuvPnt réap­
parallre daos la dPscendance. Or le schéma mcndélirn csl 
pr<·•·isémenl, c·ommc IP :-;ouligne Fisher (The GL•nelical Tht•ot·¡¡. 
JHl!!t's 8 et 11 ) un de:-; plus simples parmi de lels sl'hl'mas. 
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2·· CAS : 

HOMOGAMIE 

Hypothese fondamentale 

L 'hypot.hese de f< random matíng >> que nous 'enom; 
d'étudier n'esL admissiblc qu'<'n prernic•rc approximaLion ; 
dans cerlains cas on ne peuL pousser l'analyse qu'en tenanl 
comple du phénomcne de l'homogamic. Fishcr 1 raduit e<' 
phénomcne de la fa~on suivanl<' : supposous que lu ressem­
blance enLre deux inciividus soil c::u·acLérisée par In proximiL{~ 
des deux valeurs che7. chacun d'eux d'uu memc raracti·rc 
mrsurable :r, SOtenL .rl el x2 ces deu.ll. \ aleurs. La rréquenrc• 
des couples rormés d'un individu df' valfln l' :r1 ~t d 'un indívidu 
de valeur .r2• qui sera it dans le <"as de random mating 11 111~ 

11 , élant la fréqucncc des individus de valeur .r, ) ::>era : 

La foncLion /(x1,x2} que nous pouYons supposer assez petiLe. 
c·ar l'homogamie n'introduit en général que des Lermes rot·­
rcctifs, doil satisfaire aux condi lions suivantes : 

1} la ::;omme des l'réquences de Lous les couples doiL elt·e 1, 
c·e qui se t1·aduit par : 

~ ~ 11 1 11 2 11 + / (X1,x2) - 1 
1 !! 

c·'cst-a-dirc : 

~ ~ 11 1 llj(x 1 .. l:2)=0 
1 :! 

·2 ) f (x 1 ,J.'2 ) doit etre positive ::;i J.'1 el J.'2 sonL Lous dcux supé­
ricut·s ou Lous deux inférieurs A la moycnnc, el négalive si 
.l'1 el x 2 sonl de parL et d'aulrc de la mO)<mnr; il l'sl donc· 
naturel par ronLinuilé tle lui imposer d'etre nulle qwmJ l'unc 
dc!S quantd és x1 o u :r2 est égalc a la moyenne. 



Si nou:; supposons pour l-Ítnplifier que :r1 el .r2 sont évalué . ..; 
rn prenanl pow· origine ll'llr l'a ft'tt r moyenM (c'est.-a-dire que 
~ rl 1 :r1 = ~ 11 2 .r2 = 0 ), on peuL sat.isfaire s implemen t l'e ll r 

1 :! 

ciern i<\re rondit ion en prenant a ver Fisher 

1'1 la p t·emit\rr t·onrlition cst nlors satisl'aile n1r: 

'ious prend rons doréna' ant pour la fonction f cel te forme-lú ; 
nous Ct>rons done l'h~·pothese suiYante 

H ypoth ese fondam e11tale : 

Si le.~ fréqurnces des grott(U's d' individus de t'aleurs x1 Pi x2 

supposées t•apporlérs a la moyenne comme origine sonl respec­
liuemenl 111 t•L 11 2 • La frér¡uenct' des accouplemenls entre deu.r 
i ndil'idus pt'OI'enanl rharu n d' wt de ces {ft'Oilpe.~ srra : 

:-;¡ nous t·anu·Lérison::; l'éeflrt. au " random maling ,, par<< if' 
l'oefficienl df' rhoix , f obten u en metlanl la fréquen<:e 
cl ' accoupiP.mr.nl sous la forme 11 1 11 2{1-/l. alors c¡ue 11111 2 e:.l 
la fréquencc <lans le <·as de u ranclom mal ing "· nous pouvons 
aussi énonrer ainsi l'hypothi>sc : 

Le coelficit>~tl de clwi:r r e1~l proporlion twl au produil des 
écarls x lt la moymne des deuJ· indio idus (le coefficien t de 
l'hoix f joue un rólc aualoguc aux (· oeflkienl~ d'associalion 
enlre gene:; hmr1 définis plus ha u t . . 

La formule du choix ¡ s a représentation symbolique 

Consitlt-rons alors les ac<"Ottplement.s cn lre deux calégori<'!' 
t¡uelconques cl'indiYidus pris dans la popu lalion; la p remierc 
ratégorie ayanl une fréquence Lo tale 11 '=~' fl l et une 



,,, 11 ._¡; 

moyenne x' = - ~· t
11

1 (le symbolc ~· représenlanl la somml' 

élendue a la <:atégorie considéréc) ; la deuxieme calégorie 
ayanL de nu~.me la fréquence ll "=~"ll 2 eL la moyennc 

, ~, ll.,:c 
.r = ~, ti

2

2
; la fréquence tolal<' des accouplements entre ces 

dcux caLégories sera, en décomposanL chaque catégorie en 
groupes d'individus de meme valem : 

''''"'1111 (l-1-" ) '''11 ''"11 +"'''1[ ''"11 - - 1 2 1.:t'¡:l'2 =~ 1 X- 2 '·- ¡X¡ X..., ~2 

= ll'll"tl +i.x'x" ) 

Done, dans l'hypothcse fondamenLale, la fréquenct' lolale 
des accouplemenls enll·e deu.r calégories quelconques esl : 
11 '11" (1 + /,:r'x" ), alors que s'il y avaiL random maling elle 
seeaiL ll'll". 

On peuL dire aussi que le coefftcienl de choi-1: l'lllrt> deu.r 
calégories esl proporlionnel au produil des valeurs moyennes 
de ces calégo,.ies (la moyenne généralc HanL Loujours sup­
posée prise pour origine). 

Hemuquons qu'il résulte en particulier de cette propriéLé 
(¡ue la fréqucnce d'accouplemenL entre un individu de valeur 
déLerminée x' et un individu quelconquc de la population 
(11" =1, x" =0) est égale a la fréquence du premier individu. 
Done, dans la loi d'homogarnie adoptée aucun individu n'esL 
handicapé, tous ont la mcme probabiliLé de Lrouvet• des 
conjoints mais ces conjoinLs. sont choisis de fagon dilTé­
t·enLe suivanL la valcur du caratLere x chez l'individu. 

11 nous sera commodc de représenter la fréquence d'accou­
plement 11 ' 11" (l+i,x'x") par le produil symbolique 11'*11". 
L'opération représenLéc par le symbole * traduit l'accouple­
ment des dcux gt·oupes facteurs 1 J' et 11 ", elle se 1·éduit. a u 
produiL ordinaire dans le cas du random mating (c'esL-a-dire 
quand i,=O). 

Ce produit symbolique est évidcmment commulalif rommP 
les produits ordinaircs qui le composent. 11 esL aussi distri­
bulif car, s1 la catégorie ~~~ cst la somme de 2 caLégories 



~··· el ~"" (JJ " = JI "' + JI "", IJ "x" =~"llzL"2= ~'"LI:¡:r-2+ 
~'"'JI:¡:r2 =n"'x"' +Jl""x""), on a : 

11'*{11'" +ll"")- IJ'lJ" ....:-;.I!'.c'll"x" =J l ' ll "' +i. ll'x'll'".r"' 

+ ll' 11 "" ¡. i.ll' x' li "" x"" = JI '* JI"' 11 '* n"" 
C'esL rn so m me ecLLe propriéLé de disLri buLivité quC\ nous 
avon!'l uLilisée pou1· cléduire la formule du choix de l'hypoLhcse 
fondamentale. 

Rappel de la méthode de Fisher 

:\ous devon:'l signaJer que FiRher a oblf•Hu ceLte formule 
d'uiH' autre fa~on {Ed. p. 410) E'n partanl de l'hypothCsc quE­
la corrélation entre les caractét·es x des '2 conjoints esL gaus­
sienne eL de coeffi<:irnL ¡J., la variancc de chacun d'eux éLanL l'. 
La fréquence d'accouplemenL entre 2 groupes compris res­
pecLivemenL enLre x1 eL x1 +d.1·1 et entre x 2 et .r1 +dx2 (groupes 
de fréquences resprctives 

¡' Jl 1112 l :J.2 ;J~;-2:a1.t·2 + ;J.2.(] 
• = cxp. -

' L-:J.2 :21' (1 ;J.2 ) 

(Si :J. est assez peLiL pour que :J.2 soiL négligeable, la parlie 
principale de ei'Llr expression cst : (1 1 11 2 exp.[ :J.X1X 2 / l' J 
~" 11 111 2(1 +:1~r 1:r2 /V .. et on retrou,·e alors l'hypothésc fonda­
menLalt>, mais <''t'~l une hypoLhese d iiTérenLe si :J. n'eRL pas 
tres pclil). Si on considere 2 l'aLégories de fréquence loLale 
11' eL 11", répartics suivant la loi de Gauss ave e une variance 
presquc égale a V a u tour de moyenne::; respecLives .r' rl x". 
IE's frí•quences élémentaires dnnR chaque ,·aLégorie:'l s!'ront 

IJ' 
11 =-= exp. [- (.t - x')2 ¡:2 I'J dx 

1 '·~ 11 V 1 1 

IJ 1 • ( •• ~ ) ¡·J d et 112- ) 1' exp. - x2- x r :.. .r2 \ :...11 , 



t'l la fréquenee Lotalc des ac<·ouplements entre le:-. deux caté­
gorícs sera donnée par l'inlégrale double de F élendue aux 
d<'UX C'alégories. e'est-á-dirt> : 

en posant x1 =y1 +x' + :J.X" eL x2=y2+ x" +tJ.:r', les Lermes 
du premier degt·é en y1 eL y2 dans le nuroératrur de l'cxposant 
disparaissent; les Lermc:; indépendants de y1 eL y2 se t·éduisenL 
a - '2J:'.c":J.(l-:J.2 ) qui foumiL dans l'intégTalc le facLeur 
C'onstant:. exp.LJ.x'x" fV J et les termes du deuxicme degré 
l'oumissent une intégrale égale a 1 1inLégrale sur touL le 
plan de la loi de Gauss i1 2 variables) ; la fréquence u 'accou­
plemenL entre les 2 caLrgot·ics esL done 11'11" cxp.[¡;.x':r" JV ] 
qui est sensiblemenL égale a ll'll"{l+¡J.x'x"f V) ~i .t' eL x" 
sonL petits par rapporL a iV r;,, . • 

fl en est ainsi si x résuiLe, t·omme page 17, de 1 'addiLion 
d'e(Tets de meme ordre de gt·andeur d'un granu nombre de 
couples de genes, eL si les 2 catégories s'obtiennenL en thoisis­
sant les individus pour lesquels quelques couplcs de gimes 
seulement sonL dans un élaL déLerminé. Alors la variance Y 
n'esL sensiblemenL pas modiflée, eL les nouvelles moyennes 
sonL faibles par rappoi'L ú l'écart-type a.... La formule du 
choix est done valable pour de telles caLégories, meme si :;. 
n'esL pas tres petiL, eL la propriéLé de distribulivilé montre 
r¡ue ret.te formlJIP si' conserve quand on groupe enLt·e elles 
cet·taines de ces catégories. Cette rernal'que édairc les ré­
suiLats déduits par Fishct· de son hypothese. 



Passage d 'une génération a l'autre 

Pour fixer les idées considérons 3 couples de genes el- sup­
posons la populat-ion classée en '27 catégories . su ivan l l' état 
de ces 3 couples. 

Soient toujours (111 ). ( 112), el-c., les l'réquences de ces 
catégories. el soienl- :r111 • :r\12• eLe., l e~ va leurs moyennes du 
caractere dans <'haque calégorie. La fréquence ou probabilité 
(111 )' de l'homozygoLe .LlA'!I'A"A" dans la génération 
suivanLe F 1 s'obt-iendra en mult-ipliant la probabilil-é (fournie 
par la formu le du choix ) de chaCJue aecouplement possible 
dans 1<"'0 par la probabilité (l'ournie par la lo i de ' 1lendel) 
pour qu'il donne cet homozygole, el en ajoulant lous ces 
termes. On obtient a insi : 

(lll )* (lll )x l 
3 termes tels CJUe '2(111)* (112)>-. 1 /'2 
3 termes tels que (112)*(112) X 1 /-1 
3 termes tels que 2(112)* (121 ) X 1 /•1 
3 termes tels que 2( 111 )* ( 1'22) X 1 j..J 
3 termes Lels que 2(112)* (22l )x 1 /'l5 
6 termes 1 els que 2( 112 )* ( 122) ;( J /'d 

2(111)*(22'2)x l /'cl 
3 termes Lels que 2(ll2)*(22'2)x 1 /16 
3 termes Lels que (122)*(122) X ] /H> 
0 termes tels que 2( 122)*(2] 2 ) X ] f liJ 
3 termes tels que 2(122)* (222) X 1 /3'2 

(222)* (22·2) X l j6..J 

(les aulres acC'üUplements ne peuví'nL pas l'ournir l'homo­
zygol-e considér·é). Or les propl'iélés de dislribul ivilé el- de 
commulativité du pr·ocluiL symbolique mon t renl que la 
somme dP. ces termes n'esl- autre que le développernE'nt du 
produit symbolique par elle-meme de la quanliLé : 

(111) + (112) + (121) + (211 ) + (122) + (212) + (221 ) + (222) 
2 2 2 -! -1 4 R 

quanLité qui n'esL auLre que la fréquence (111 ) de la l'or·­
mule (2) (p. 8), fréquenc-e d'association des genes AA'.!". ou 
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encore fréquence d'une catégo1·ie dans laquel le on réuniraiL 
les homozygotes, la moitié des hétérozygotes simples, le 
quarL des hétérozygotes doubles, etc .; a cette ('atégorie c:or­
responcl la moyenne x 111 déftnie par : 

on peuL done éc1·ire : 

(l L 1 )' = (111 )* (111) =(111 )2( 1 +i.X ttt 2) 

Cette formule correspond a la premicre des formules (6) de 
p. 13, il suffit de remplacer le produiL ordina ire par le produiL 
symbolique. On pouvaiL prévoir a priori ce résu ltat. car, si 
dans le cas clu random mating nous avions détaillé les diffé­
rentes combinaisons de génotypes, nous aurions naLurelle­
ment Lt'ouvé les memes Lcrmes que p. 25, avet seulemenL 
le signe x au lieu de * · Comme le produit * jouit des memes 
pt·opriétés que le produiL ordinairc , il en résulte immédiate­
menL que les te1·mes de p. 2:) doivenL se réunir en le produiL 
(111 )* {111). 

Cette considéraLion s'applique évidemmenL aux autres 
équations (6) qui peuvenL toutes se généraliser ainsi ; on 
a done 

(lO) 1 
(11'1)'=(111 )* (111 ) 
( 112)' =2(111 )* (113) 
(l 22)' =2(111 )* (133) + 2(131 )* (113) 

( 
(222)' = 2(111 )* (333) +2(113)* (331 ) +2(131 )* (313) 

+ 2(133)* (311 ) 
et toutes les équations analogues. 

On peuL dire en somme que la probabilité d'un génotype 
tlans lt\ est la somme des produits symboliques des probabi­
lités dans F0 des gametes qui peuvent le constituer, la 
moyenne de x corresponclant u chaque gameLe étanL dérlnic 
par les formules telles que (9). 

Nous pouvons maintenant refairc en inLroduisanL les p l'O­

duits symboliques le calcul qui conduit des équaLions (6) á 
l'équation (7), puisque la moyenne de x pour les catégories 
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oblenues en a::;s i~nanl un étal donné a 2 ou un seul gene 
salisfaiL a : 

(11} \ 

t 
(110)X110 =(111 )x 111 + (113)x 113 

( 100 )x 100 = ( 11 O )x 110 + ( 130 )x t 3o 

(eL, poLII' que la moyennc générale soil nulle, on doil avoir: 
X000 =(100 ) Xtoo = (300)X300=0} 

Nous avons alors l'équation, généralisation de (7 ) : 

{ 12) (111 )' = (1 ¡,~ )(110)* (001) +( 1 / 1)(101 )*(010) 
+(1 1 1)(011 )* (100)+(1 /4)(111 } 

en ajoutant a c.:etLe équation l'équation analogue qui donne 
(113)' et grace encore a la distribuLivité, nous avons l'équa­
tion pour 2 genes fixés seulement (cf. équation (8)). 

(13) (110)' =( 1 /2)(110) +( 1 /2)(010)* (100) 

et l'équation pour un seul gene s'obtienL en ajoutant encore 
l'expression de (130)' : (100)' =(100). 

On voit done qu'avec la loi d'homogamie adopLéc, La p1'0-

porlion de chaque gene reste constante au cours des généralions 
comme dans le cas du random mating. Nous désignerons 
toujours ces proportions par les notations : 

p=(100), q=(300), p' =(010), etc. 

Valeurs a symptotiques des probabilités d 'a ssocia tion 

Les équations Lelles que (13) . (1:?) , nous fournissenL la 
variation d'une génération u l'auLre des fréquences d'asso­
ciation entre genes, a condition de eonnaitre chaque fois les 
quantités telle:; que Xtoo, X110 , el~: .. qui représentenL la valeur 
moyenne du caractere quand l g~ne, ·2 genes. ele., sont fixés. 

Les hypotheses que l'on pou1'raiL faire sur la variation de 
ces quantités étanL arbitraires, nous supposerom simplemenl 
lfU'elles tendenl vers une valeur stable. 

Alors l'équation (13), qui s'écril : 
(110)'-(010)*(100)=( l /2)[(110)- (010)* (100}] 

monlre que (110) Lend vers la limite : 
(14} (110 ) =(010)* (100} =pp'( 1 +i,XtooXo1o) 



De meme l'équalion (12) monl1'P que (111 ) Lend vers la limite: 

(15) (111 ) =( l /3)(110)*.(001) +(1 /3)(101)* (010) 
+0/3)(011)* (100) 

~OUS pourrions rle mcmc oblcnit• les fréquenC'C:\ d'aSSO('Íalion 
entre plus de ;3 genes. mai=- !'Cla ne nous sera pas néces:;ain• 
pour la suilc. 

Les formules ( 10) nous rnonl.rcnl alors que le,; fréquence~ 
d'associalion entre les difl'(•¡·cnl5 factCU l'i\ tcndenl. aussi Ve i'S 
des limites qui sont : 

( l6) ( lll )=(111)2¡ 1 f-i,x 2
111 ) 

1112)=2(111 1113) 1 +i.X 111X 113 ) 

Les formules (l..J.), ( ló ), (JG) exprimenl ainsi In composition 
génélic¡ue de la populal ion lors de l'équilibre. 

Notations et r ésultat s de Fisher 

Pour moulrer l'analogie :wrc les résultals de Fisher, reprc­
nons sps notations indiqut'<'s au débul de <·e t·hapitre; repré­
sentons par i, j, k; i', j', 1•' . el.C'., les conLribulions possiblC's 
des difTérenls faeteurs // , /(, eLe. au eu r::wtcre x quaml la 
populalion u aLLeinL son Hal d'éc¡uil ibre g<'nétique. On peul 
évidemmcnl compter les <·onLribuLions dP C'haque facteur ~t 

partir d'une origine arbilt'aire. sous rósel'\ <' que la moyennr 
générale ,\/ x de x dans loule la population soit nulle (on 
a vu p. '21 que ceLLe l'ondilion cst nécessairP pour que la 
formule de choix adoplée soiL admissible). Or 

M (x)= M (II )+ M (I() + ... clr. 

On peut done supposer que ll's origines pour 11. K, etc., sonl 
choisies rlc tcll<' fagon que : 

( 17) ) 
Jl(H ) =Pi -r 'lQj + Rk = 0 
.iT(K )=P'í +2Q' j' + R'k' = O, I'L<'. 

Nous supposei·ons loujout'l'\ pal' la suiLe qu'il en esL ainsi. 
(Si la population n'e::;L pns en état d'équthhrc, pour que la 

propriété .\f .t -o. ou en<·ore les rormulcs 117 . se eonsc1·vent 
d'une génération a l'aulre, il serait nécessai1·e de supposer 



<¡uc i. j. lo. i'. j', k'. varicnl en changeant de génératíon, et 
de faire C\ur cette 'arialion des h~·potheses arbilraire:; fauLe 
de :;igni flcation concri't<•. C'est pourquoi nous nous conten­
lerons tl'étudier l'élal J'éCJuilibre. donL on p<'ul <·on~idérer 

l'cxisLence commc un faiL d'observaLion. ) 
Si nous classon:; les individus suivanL lrs :~ phascs du fac­

lrur //,les moycnnci\ de .r dans les :3 catégorici'l s'ohl iennenL 
<'11 ajoulanL les mo~·cnnl'S d<•s diiTérenLes conlribul ions : 

. .+ \ llO .. ¡i' + (l20 .. )j '+( l30 .. )k' 
l=.l:¡oo = l 100.. ---

+ ( 101 .. ) i" + (l02 .. )j" + ( l03 .. )1t" + ... 
( lOO .. ) 

~1 . Pn pu:;ant loujours (100 .. )-p. (llO .. )=PP'(l + / 11), eten 
t <'nnnl compLe des rclal ions ( 17) : 

) 

l=i+~'P'i'/11 .¡ "2Q'j'/12+ R'It'f13 t'l de meme : 
! IH l J=i+~'P' i'/21 F2Q'j'f22 + R'/.-'f2a 

1. ' · '"P' ··¡ >(J' ··¡ ¡~· ' · 'f '\. =h·+ - l :n ; ·,, 1 a2 + 1 "' aa 

Le symbole ~ · désignanl la somme élencluc a lous les 
fadeur,; sauf H. C'eslle .;y·sl<'me XYll) de Fisher (Ed .. p. H2). 
llrésullr des relation~ ( l ) Pl 17) que: 

t 1 \J) /) 1-1 '!.QJ + R K = 0 

n' C)tÜ traduit simplcrnrnL le raiL que la moyennc générale 
M(.:v) cst nulle. 

J 1 nous sera <"Ommod<' de po~er aussi : 

\ 

T = X10o··· =' PI QJ)fp 
el par ~uite aussi T - QJ -r RI< /p=IPI HK ) '2¡> 

1 
S=X3oo· .. - {J.! Hl\ r¡ 

donC' aussi S=-fPl -rQJ ¡¡q=(RJ{. Pi) "lq 

Le s~steme (16) nous montre nlor:. que lrs valeurs d'équi­
lihr<' de P. 2Q, R snt i~i'ont :'1 : 

) 

P = ( 1 OO .. } (100 .. )2(1 t-f,x 1;k .. ) = p2( 1-t i. 'f'2) 

( l W) = p2+(i. /1}(P 1 RK )2 
2Q=2¡Jq 1 i.ST ) 
R=q2) +;.82) 
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L'écart des proporlion~ des :3 phase:> a ,·ec les proporLions 
p2 , 2pq, q2 • qu'elles auraienl s'il y avait random maLing. esl 
mesuré par le termo corrcclif (i. ¡ l )(P I-RK)2 . 

C:es relaLions ont été fournies appt·oximativemcnt par 
Fisher (Ed., p. 411). Oe mcmr. les fréquences d'associaLion 
enLre 2 genes non homologues, par exemple A eL A', son L 
données par l'équaLion ( l'l) : 

¡·¿ 1) fiP ' ( l -4-fu ) -=(110 ... ) =- ¡1p' ( 1 -ri.X too· .. Xoto· .. ) 

pp' 1 f-i.TT' ) 

/ 13, /st· /33 • sonL donn<'s par de"s équation~ analog11rs c¡ui se 
résument en : 

¡¡p'fu = -pr¡'ft3= -r¡p'f3t qrr'f33= (i,f4 )(P 1- RK )( 11
' J'- R'K'1 

mais le~ coeflicients <l'associaLion /¡¡ entre les pl1ascs de 
~~ farLeut·s, coeffic icnLs qui s'obtiennenL a parLir d'équal ions 
d11 lype (16), n'onL pac.; d'expression rigoureuse simple. el les 
t•xpre;;sions donné<'s par fi'ish!'r (équaLion XXT) n'cn sonl que 
eles approximalions. ohl enut'" en écri\'ant. dan:; l'équation 
XIX) p. 412) [ ...¡.. [' au licu de x11• ele. 

Conclus ion 

Ce chapiLre a eu po ur but d'éLudier, lorsquc l'équi li b rc est 
aLLeinL, la liaison entrP lrs aléatoires H, {(, etc., dont la 
,omme est le cat·acLct·e x eonsidéré. L'aléatoire .-r.; esL des lors 
connue ct nous pourrons alors dans les chapilres suivants 
délerminer la corrélalion «>nl re les caracteres .1· chez '2 indi­
' idus apparenté~. pri:-. dan~ une populaLion "lable. e'est­
:i-dire résoudre dans la l héorie mendélienne l1' probleme 
éludié empiriquement par Karl Pearson el son école. ~ous 
examinerons d'abord le ras oü il y a (( random maLing », 

puis nous étudicrons quelles modifications y inlroduit 
l'homogamie expriméc par l' hypol hcsc faile plu~ hauL. 



CHAPITRE JI 

LES CORRÉLATIONS ENTRE APPARENTÉS 
DANS LE CAS DU " RANDOM MATING " 

EN L' ABSENCE DE DOMINANCE 

Nous avons vu p. 16 que, quand il n'y a pas de dominanre, 
le caractcre considéré, que nous désignet·ons clans ce cha­
pitre par z, peut etre envisagé comme une somme d'aléatoires 
indépendantes du 26 ordre : 

c'l( et CJt' pouvant prendre les valeurs l=i/2 el s=k/2 avec 
les probabilités p eL q ; 

;1( et ,1{' pouvant prendre les valeurs l' = i' /2 et s' =/¡·' /2 
avec les probabilités p' et r¡', ele. (on suppo::;e loujours que 
les valeurs moyennes sont nulles : ps+ql=O, p's' +r¡'l'=O ... ). 
~ous désignerons toujours le << coupl<' de gimes » Zlt +eH~' 

par H. etC'. 

Corrélation entre parent ( 1) et enfant; 
príncipe fondamental 

Désignons la valeur du caractere rhez un des parents, le 
pere pout' fixer les idées, par : 

chaque termc représenlanl la valeur de la contribution d'un 
des genes. 

Désignons de meme la \'aleur (;hez la mere par 

z -~·rt+~lc' +Jf +X' ... 

(1) Nous emploicrons toujour> dans ce 'JUÍ suit le mot " ¡Hirent" pou1· dtfsilmeo· 
'' pere ou mere ", sinon oous rlirons" apparentes ". 



( 11 résulle de 1' ••associalion au hasard desconjoinls ~,quc le, 
aléatoircs Jc, ¡¡e•, cte., sont inMpendanles dcR aléatoircs 
,le, Jc', ,"IC, eLe. ) 

Dési~nons le l'aracterc e-hez un des enranl,.; de ('f' l'OIIplc par: 

: 1 =;/C 11 ,·Ir'¡ + 't( 1 + ·K\ t- ... 

Les lois de ~tendel rcvicnnenL ú dit·c que les·?, ¡c<'nes homo­
logues de l'cnf:mt :;;onl 1 irés a u ha:-.ard. l'un parmi les 2 g(•nes 
<·orresponclanls du pcrl', l'aulre parmi les ·2 gen<~s de la m<"rc. 

Si (IC 1 est par cxernpiP la r·onL•·ibuLion d'un ~f>ne fourni 
par le pe re, c1c 1 a done la probabíl ilé 1, ·2 d 'N re idenli4ue :\ c'l(, 
!'l la p•·obabilit.é· l fZ d ' rt re ident ique ú ,'J('. Sí le pcrr esl 
fixé, on a donr pour les cnl'anls l'<•spérance malhrrnaticl'H' 

.H ,;Jc 1, = ;1c L,.,e· ·2. 

De m(\me. s í la mere csl fixéc, on a pom· la ('OnLríbulíon 
qu'elle fournil aux enfanls : 

.\1(;1(' 1 ) = ( c'IC +;1(' ) j 2 

d'ou : M ( 1 / 1) =M(llc 1) + .H(c'JC'¡) =( 11 + /l ) /'2 

Done, si on suppose rixées les conlríbulíons du pere et de 
la mere, l'espérance malhélnalique de la collll'ibulion des enfnnts 
esl La moyenne dl's conlribulions des deu.t pa,.enls. 

C'est ce príncipe rondamenlal, tradu<'lion malhémalique 
des loiR de Menrlel , qui va nous servir de base pour le ('alcul 
des corrélations entre apparenlrs. 

On a, en supposant toujours ftxés le pi·n' el la mere : 

J\l(z1)= M (Ti1) t-M(K1) t.:_:: _ 
-( IT + f( ... ) fl -t (TI --1- K+ ... ) /2 

M (z1)=(z+i) ·z 
Done quand on fixc la composition ~énélique du pere 

ct de la mere, ou évictemment, plus généralemenl, quand on 
fixe les valeurs z et z d u caraclcre e hez le pe re et e hez la 
mere, l'cspérance mathérnatique du caraclcre chch les enf<1nls 
est. 1::~ moyPnnc des valeurs chez les 2 parcnls. 

(Remarquons que e'esl cettc quantilé, Zm=(z+ z) ¡2. que 
< ~a l ton a appcléc la valcur du << midparcnl ».) 
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Si on fixe sculement la composilion génétique du pere. 
t·elle dt' la mere en esl i_!ldép<'ndante du raíl rlu u random 
111ating: )), donr alors M ( ll) =0 el 

formule cncorc valabl<' si on fixe chcz lt• pcre In valc11r :: 
st>ulemenl. 

La réoression de:-: enfwzls par rapporl n un de¡; pm·enls f'l'i 
done linéaire el de COP{ficienl 1 /'2. 

ln\'er~emenl d'ailleurs. si on sC' donnc chez un enfanl 
/l 1 = ;1( 1 ;- ;'~\ t•l si on dés1gne par c1C ll' ¡.tt\ne du pet'(' qui a él é 
l ransmis a re l t•nfant. ;1e esl (•gal avt'r la probabilil.é 1 /'2, 
a a~l 011 ú c'l(' 1• C'l ¿¡~· ('11 esl indrpendnnl' on a done alors : 

dont : 
t•l par suil~ 

.\/ (c''l) =(ac, + <Jc '¡)¡ -2 et Jl(t'lc' ¡=o 

.11(!1)=¡'' (;/r) = //l f"l 

.\{ :: : = Z¡ ·> 

La régression inversc csl donr. elle aussi, li néaire et de 
coefficienl 1 (2. Le coefficicnl de corrélalion parrnl-enfanl esl 
done i•gal a la 'aleur communc des coeflic'icnts <le réogrC'ssion, 
,.'est-a-tlire 1 /'2. 

Pour la corrélal ion entre un enfanl el. 1<• midpareni de Gallon 
' zm =( z ! z :2 . nous avons YU que J/ :: 1, - z,,. ln\"ersement. 
s1 on S(' donn<' t 1• on a : 

eL le rocfficiPnl de rorrMalion esL la moyenne ¡.t(~ométric¡uc 
deg roeflirienLs d<> régression, r'csl-ú-clin~ 1 ¡,'2.· 

Corrélations ancestrales ¡ 
théoremes sur 1' enchainement des corrélations 

Pa:,som; a la rorrélalion des pcl1Ls-enfants. D'apri~s lc!i lois 
de 1l\1cnd<'l. la C"onlribulion H2 d'un couplc de genes chez les 
petits-enfanls ne dépend de la c:ontribulion li chcz le pereque 
par J'intcrmédiaire dr la conlribution /11 rhez le fils; en 
d'autrcs lcrmes, les aléaloires H el 1-.1 2 rleuiennrnl indépen-
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danles quand la ualeur de l'aléaloire H 1 esl fi.xée ; quand on 
fixe l:l constitution génétique du fils. il n'y a plus de liaison 
stochastiquc entre le grand-pcrc et le petiL-fils. JI rsl facik 
des lors de calculer le coefficienL de corrélation r 02 entrr 
fl eL H 2 ronnaissant les conélations ll-ll 1 el ll cll2 (1"01 

et r·12) . 

En efTet, désignons par JI/'(H ) et M'(H 2 ) les espérante:-> 
mathématiques de JI eL I-12 quand H 1 esL f1xée. On n 

''o2 =M(/JH2) jM( f12) ''2M(1-IW~= 
.W[M' (H ) x M'(l-/2 )] j M (H 2 )

1
'
2M (Hn• ~ 

t:<' qui traduit simplemenL le faiL qu'on peut calculer la valeur 
moyenne du produit en fixant d'abord 111 (on a alors le pro­
duit des valeurs moyennes puisqu'il y a indépendanre) pui:-; 
en donnanL á ![1 touLes les valeurs possibles. 

Si mainlenant nous supposons de plus qu'une des régres­
sions par rapporl a La variable inleT'médiaire H 1 esl Linéaire. 
r'csL-a-dire que par exemple .en supposant les aléatoires 
rapportées fl leur moyenne) 

.\1'(H 2) = IU11 

(ce qui est lt> cas dans l'application tonsidérée: .\l" ~ H2)= Htf"2) 
il vient alors : 

or on a : 

"oz= KM[l1 1M'(H)] JM (H 2
)
1 2M(H~) ' ~= 

KM(Ill-/1 ) fM (li2 ) ' 
2M(H~) ' ~ 

K = r12 M(Hn''~ M(Hf}- 1 ~ 

f'L par suile 

Nous avons done démontré le théoreme suivanl. qut nous 
servira a plusieurs reprises : 

Elant données 3 aléaloires H, H 1 • H 2 rapportées a Leurs 
moyennes, el lelles que 2 d'entre elles (H el H2 par exemple) 
deuicnnenl indépendantes quand la 3e (H1) esl fixée, si une des 
régl'ession.~ df'. H ou H 2 par rapporl a la variable inlermé­
diaire H 1 csl linéaire, Le coefficienl de corl'élalion r·02 esl le 
produil des coefficienls inlermédiail·es r 01 el r12• 



En appliquanL ce résullal au problcme que nous nous 
posons. on ,·oit immc'diatemenl que In rorrélal ion entre 
JI ct, H 2 e:-.1 \ 1 "2 )2. 

Donr la currélalion ('l!{re les caracteres z el z2 du grand-pert• 
el du pelil-fils est (en rlésignanl par :; l'éc-arl-type dr l'aléa­
toire H , el en lenant compte de c·e CJLH' le~ difTérenl ~ couplei: 
de ~f>nes ~onl indépendants ) : 

M(zz2) /~72='5:.111{ // /f2) ¡~,2 - l / 1 

On peut rPrnarquer en outre c¡ue la régres:=;ion des petils­
Pnfant~ par rapport. aux grands-parents esl encorr linéaire. 

Cela résult.r d'un lhéoreme un peu diO'érent du précédenl. 
Si les régrrssions di' H2 en II 1 Pi de II1 Pll H sonl Linéaire.~ 

, loutes ces aléatoircs étant supposées rapportét>!'l á leur 
moyenne ) on n 1/1 = i.fl + 111 • l'aléaLoire 1! 1 ayant une moyenne 
llullc quand JI esL fixé; el 11 2 = ;,.11 1 + 11 2 • h2 nyant une 
moyenne nulle quand 111 est lixé ; si dr ¡>lus H 2 111' dépend 
de H que [lfll' l'inlermédiaire dr II 1. /t2 <l aussi un<' moyennr 
nulle quand 11 csl fixé {la -probabilité h2 , H étanl alors: 

Pl on a alor,.. 

~hz /Il¡ //1 •/1) 
H¡ 

112 = ;.¡.i. /1 + ¡,./, 1 + ¡, 2 

l'aléaloir<' ;dr 1 +h 2 a:vanl. une moyennc nulle quand H esl 
fixé>. 

Un l'oil do11c r¡ue la r·égression d1• H 2 en 11 esl encul'e linéaire, 
el r¡ue les coefTi.ciml.~ d1• r·ér¡ression se nwlliplienl. 

En part.ic-ulier, rlan~ l'application que nous considérons, 
on a. quand fl esl fixé : \ltH 2 ) , l , 22 )11 et. par o;uitr. quanrl 
la t·onstitulion génél ic¡ur du pl'-r(' e~t fixé'e : 

.H ( z2)=~.1\l(ll2)=\ 1 j'2 )2~Jl =( 1 /'2)2: 

formule qui subsisLe évidemmenl t¡uand on ne fixr chez Ir 
pere que la valeur z du caractcre; il en esL de mcme pour la 
ré~ression de z en z2 ; nous voyons don<' ftlle les r·égression.<; 
r¡rand-parrnlales sonl linéaires. el nou" rPtrouvons IP coeffi­
rient de corrélation t l '2)2. 

Tous 1·es résultat" sr ~énéralisent imrnt-diatement pour la 
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corrélaLion d'un intlividu ave(' un anceLrc de rang H quel­
conque. Nos théorrmes so nl applicable ~:~ du fait qur les 
eontribuLions. c·hez l'un el t"hrz l'aulrf' . d'un c·ouplc de 
genes, deviennenl slochastiqurment indépendantes quand on 
fixe un ancetre intermédiaire. Soient 11', 1/", H'" ces contri­
butions chez 3 indiviclus apparLcnant a une ligne de parenté 
direde , eL rangés par ordrc cl'age. Alon; si les ré~rcssions 

fl'-H" et H"-fl"' sont linéaires. la régre::.sion H'-II'" cst 
linéaire et son cocfficient est le produiL des 2 ault·cs. Par 
réeurrence, on en déduit immédiatemenL que la co,·rflalion 
enlre un individu r' f un ancelre de l'ang n esl ( 1 /2)", el que 
les régressions corr·espondanlcs sonl linéair·es. 

Ca s des freres ¡ théor eme plus général 

La relation entre ·¿ íreres esL l'exemple le plus simple d'un 
cas de paren té oi1 le, 2 individus sont reliés par l'inl ermé­
diair<> de leurs 2 parents, ct non plus par un seul eomme dans 
le cas de la parenté en ligne rlirccte. 11 résuiLe du mécanisme 
mendélien que, quand on conna'tt la ronstitution génóLique 
des 2 pat·ents, la co nstiLution (aléatoire ) de leurs descendants 
est indépendanle de la connaissanee génétique d'autres indi­
Yidus apparentés. Soient toujours H et fT les eontribulions 
d'un co uple de genes ehez 2 conjoinls; quand elles sont 
fixécs, les contributions f/1 eL Il2 ehez 2 de lcurs enfanls sonL 
done indépendanlcs; on a vu qu'elles ont pom· valeur 
moyenne (!!-+-fl )/2; la régression de H 2 par rapporl a )'en­
semble II!i est done linéairc ; nous sommes done amenés ú 
~énéruliser le théorcme du parngraphe prrcédent au ('AS dr 
régressions mu iLiples linéaires : 

Soil une aléaloire II2 en régression linéail'e par l'apporl a 
/'ensemble H. H ... ; supposons aussi que H , /l ... soienl en régres­
sion linéaire pm· r·apport a w1 ensemble II1 , H'¡ ... ; cela se 
iraduil par : 

( l ) M0(H2)=all +a H +... quand 1-1, H .... sonl fixés. 
·) ~ M 1(I-l ) = b/11 +b'H'1 + ... ( 

(v) ~ .)1
1
(H ) =bfl

1
+l/H\+ ... \ quand 111 • //'¡ ... sonl fixé:-;. 



si de plus 11 2 ne dépend de H1 , 11 \ ... , que pw· l'in/('l·médiairt' 
dt• 11. H . ... 1 on a l('s quant.ilé~ entre c-roc het,; l• l ant des 
probabilité:; suivanl la nolation de Keync,;. rl en supposant. 
pour s implifirr les nolotions, qu ' il n · ~· ail que de~ eouple~ 

clr ,·ariablcs ) : 

112 "1· 1-1'1 ~ ~ /{2 1/. JI ] 11 . 11 u •. // '1 
11 11 

cl 'ott la moy«:'nne de 11 2 quand on fix<' 11 1• 11\ ... 

. \/ 1 11 2 =~11 2 H 2 11 1 , 11\ ] 

=~~ .\10! 1121 '< 11 . II 11 1, // ' 1 
11 11 . 

=~ ~ ((/11 + a ff) ill , fl/11 1• 11\ ] 
11 11 

=a.\11 11 -¡-n.\11 ll 

=(ab t-a b)!T1 t(ab' + a h' )JJ' 1 

La régt·t•ssion résullanle es! done aussi linéaire. ri chacun 
des roefficil'llis de rP{Jrt•ssion correspondanls esl lo somme des 
¡;mduils des CVI'fficienls rvmposcmls effrclu tis le long de lous les 
lrajels de liaison l'ort·espondanls, lraj el s rrprésenlrs sur le 
-;chéma ci-dessou, : 

b 
~----H, 

X 
~-----H' . ¡;: 

:•·P.tte représcnlatiou sehématique de l'in[iuence slochastiqut• 
c~ l inspil'ée de la Lht'>orie des path-coeflici('nLs de S. \Vrighl). 

"\ou" :nons suppo::.r pour ulléger les rormules qu'il n·~ 

'" ail que des cou pie:- de variables, mai:- cette propriét é 
~erail twir!emment Prwore exacte pour de:- régressiom; mul­
liplc, a un nombre quelconqtH' d(• Yariablcs. 

(1) Expro,;wn 411 11 nou' sero ~ommodc d"emrlloyer avec le •ens préci. 5\JI\"nnl :leo 
:lh'~tntres extr~mes de,•íennent indépendante, quand on lixe la valeur de, aléatoíres 
inlennédiaires. :>ious appellenm~ ~ette hvpoth~se : hypolh~>e de .. <"Ou~alité pos· 
~cholom '". 



(:el~ rcvient ú di re. en verlu de la formule 

que. sous l' hypolhese de << causalilé par échelons "· on oblient 
la régre~sion résultanle, a partir des régressiong linéaires 
eomposantes déflnies par les fo rmules (1) ct (2), gimplcment 
en rempla<;anl dans (1) les quantitéR fl , H .... par leur,.. 
moyenne:-; fournies par (2). 

11 eu scra il cnc-ore év idemmenL de mcme dans Lout schéma 
de << causalité par échelons )) comporlanl un nombre CJUCI­
(·onque d 'échelons inlermédiaires au lieu d 'un seul. 11 sufTirait 
de procétler par subsliLuLions successives dans les formu les 
représcnlant les régressions inlermédiaires (a condit ion 
toujour:. de supposer <'CS régressions Jinéaires). 

Ce Lhéoremc nous permettra d'obtenir la corrélation pour 
n ' imporLe quel degré de parenté. 

Corrélation entre freres 

Revenons d 'abord au cas des frrres qui, ne dépcndent l' un 
de l'aulre que par l'inLermédiaire de leu1·s 2 parents. Avf'r 
les not~lions adoptées plus haut pour ce cas. on a : 

(1) 

(2) 

Mo(l12) = (1:I +Íl) /21 
M1( Ei) = l-l1 /"2 
.\.11(H ) = H1 /2 

cl 'ou, quand on 11xe la valem. fl1 , pour· l'un des freres : 

par· suile .W1(z2} = "5:.l-I J2= z1, quand on 11xe la constilulion 
génétique. ou seulement la valeur Z¡ du caractere , chez un 
des freres. 

La régression frere-fri>re esl done linéair·e, el Le l'oefficienl de 
t·or·rélalion esl 1/'1. 

Rema1·quons ici que, pour des demi-freres, c'est-a-dire dn::; 
ind iv idus qui ne sont apparentés q ue par l'intermédiaire de 
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ll'ur p(>re par exemple, les résulLats du l er paragraphe montrenL 
qu'ils Ront liés a lui par des régressions linéaires de coefíi­
<·ienl 1 JZ. eL par suite qu'ils sont liéR entre eux par une 
l't'gression 1 inéaire de coefficienl 1 /-l. 

Corrélations collatérales 

Elles se déduisent immédiatement des précédentes. 
L'oncle Pl le ntweu ne sont liés que par l'intermédiaire d' un 

des parents de ce dernier. la corrélation oncle-neveu résuiLe 
clone de la composition. suivant le théoreme de p. 35, d ' une 
~orrélation frere-frcre avec une corrélation pere-fils. La 
régression résultante est linéaire, comme les régressions com­
posantes. Son coefficient est le meme, que ce soit l'oocle ou 
le neveu qu'on fixe ; sa valeur (1 /2)2 représente done if' 
roefficienl de corr·élalion oncle-neueu. 

On aurait de meme, pour un oncle eL un petit neveu de 
tang n : (1 /2) 11 +1. 

La liaison entre cousins germains résulte de la composition 
d' une liaison fils-pere , une liaison frere-frere, une liaison 
pere-fils. Il y a done encore des régressions linéaires, avec un 
coefficienl (1 /2)3. 

Des cousins quelconques sont des individus tels que le ne 
ancetre de !'un et le pe ancetre de l'autre sont freres. En 
supposant qu'il n 'y a pas d 'autre trajeL de liaison que celui 
qui passe par ces 2 ancetres, on trouve encore des régressions 
linéaires auec un coefficienl (1 /2)n+P+ 1. 

Ce calcul s'étend aussi a tout couple d' individus qui sont 
apparentés par l'intermédiaire d'un nombre quelconque de 
liaisons pere-fils ou frere-frere , mais ceci a condition que le 
lrajel de liaison soil unique. Le coefficienL de corrélation est 
alors (1 /2)"+1 , n désignant le nombre d 'échelons intermé­
diaires ; ( étant entendu que dans le Lrajet de liaison 2 freres 
représentent 2 échelons consécutifs, saos que l'on fasse inter­
venir leurs parents comme intermédiaires). 

Ce cas d'un ti·ajet de liaison unique t·eprésente, dans une 



populaLion nombreuse :;e reproduisant par << random mating >>, 
le typc ele• parenLé général. 

C:'esL en efTeL le cas ou 2 individus quclconqucs pris sut· 1<• 
Lrajet, ou bien sont freres, ou bien sont apparcnLés seulemcnl 
pat' l'inLcrmédiaire d'un des parents de l'un. Or le cas ou, 
au conlrairc, il::. seraienl apparentés par l' inlcrmédiaire dt> 
l'un el l'aulre de leurs parenls esl.. un ca~ exceptionnel, 
puisqu'il suppose que Z individus choisis en raison de la 
parenLé d'un de le UI'!:i p<u·enLs pl'ésenLenL en meme Lemps 
une parenLé par l'intermé<liaire de l'aulr<', parcnté qu i, en 
raison rlu << random maLing ,, n'a qu'une probabililé faible. 

:'\ous allons néanmoins ctonner quelques indications sut· 
ce cas. 

Cas de parentés plus complex es 

Examinons d'abord le ras des << doubles cousins germains ,,, 
<·'est-a-dirc des individus donl.., par exemple, les peres sonL 
freres elles meres sont sreurs. C:etle fois-ri le lrajet de liaison. 
défini romme ci-dessus, n'esL plus unique ; il ~, en a 2, un qui 
passe par· les pcres et un qui passe par les m<~t'CS. Désignons 
par I-!1 el 11 '¡ le::; conLribuLions chez les 2 individus; pa t· 

H et Il, 11 ' el H', les c·onLribuLions chez leurs parents l'es­
pectifs. Ji' 1 est lié a 111 par l' intermédiaire des régression:; 
successives suivantes : 

,\tl(l.!) = H 1 /2 
M(ll) = H1 /2 

Jif(Il') = f!../2 
Jl(Jl')= Tl /2 

. 'YJ{fJ'¡) =( fl' T Jf' )/2 

quand H1 est fixé. 

quand H esL fix(•. 

quand H est fixé. 
quand H' et H' sont fixés . 

TI en résulte, d'apres le lhéoreme de p. 38 que, quand ff1 

est. fixé, on a : 

Lfl régression enlre do11ble cousins esl dottc linéaire el de 
coefficienl 1 /4. Ce calcul se généralise eL donne un procéM 
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de récunence pour calculer la col'rélation dans le cas ül1 les 
2 parents ele chaque indiviclu sont apparenLés respectivemenL 
aux 2 parenLs ele l'auLre, cal' il permet de déduirc la corré­
lation cnLre les 2 individus considérés des corrélations de 
lcurs parents ; en effel, si nous conservons les memes nota­
tions. eL si nous désignons pa1· : 

M(fl' )=rH 
M (H') = -;:H 

les régrcs::rions enLre chaque parent de H'¡ et les parents cor­
responJant:; ele If1 , le calcul précédenL donne immédiatement: 

On déduit ainsi la <:on·élaLion eles enfants de celle des 
parents, eL en remontant ainsi de proche en p1·oche on finira 
t.oujours par arriver a un type de parenlé pour lequel on 
connatt la corrélation. 

Nous avons suppo:;é dans louL ce qui précede qu'il n'y 
aYail jamais de pat•enlé enlre Les conjoinls (sauf naturellemenL 
rel le qui peut résulter except.ionnellemenl de l'assot..:iaLion 
au hasard). Mais les résuiLats sonL LouL di!Térents si le~ 

conjoints se chois issenL précisément en raison de leur· 
parenté (on est a lors dans le cas du «consanguine mating)): 
choix de conjoinLs en parenté étroile, pratiqué par cerlains 
hotanisles, eL étudié en clélail par Sewall WrighL) ou en 
raison de leur ressemblant..:e (c'esL l'hornog-amie. que nous 
étudierons dans le dernier cbapitre). 





CliAPITRJi~ III 

LES CORHÉL ATlONS DANS LE CAS 
DU " RAND0.\1 :\tATING ,. A VEC DOMIN ANCE 

Contributions additives des g imes, 
et r ésidu de dominance 

Pour traiter le c·us plus général o u il y a une t'ertaine 
clominance. il faut. eomme nous avons vu (p. ~)), ~upposer 

que la c·ontribulion lf d'un couple de gimes n'esl p lus la 
~omme des conlrihnlions ;JI!. el ae· fournie::; par eharun des 
·~ grncs ; l'a léatore 11 t'sL a lo t·s une a léaloirc du :3c o rd re 
qul'lconque, prenant des ' alt•u r::; i, j, k (a lors que. s'il n'y a 
pas clominance. 11 esl la somme de 2 aléaloires du ~e ordre 
il( ou ;1e• pr·enanl chacurw les ·2 , ·nleurs l ou s; les :3 valeu rs 
i ·lf. j = s + l. /, ·.2s. que p<'ul prendre 1-/. sont alor:> en 
progrcssion arithmét tq u e ). 

On suppose loujours pour· :simplifier les ralculs que les 
\ al<'urs de chaquc aJéatoire o.;ont C'Omptées a partir de Ja 
valt'ur moyennr c·ommc ot·igine. C''esl-a-dir·c que : 

( 1 ) 

\ in:>i dans le cas général, si l'aléatoire 11 résulle bien 
1 oujours de l'aelion combinée des 2 genes du <'Ouple, les 
t•ll'eLs de c:.hac.:un ele c·cs gP.ncs ne sont plus adclitifs. ( D'ailleur;,. 
s ' ils sonL addiliC:- quand on les mesure d'une r·erlaine maniere. 
il sullil en générnl di' les rnesurer sur une aulrc échellt> pour 
q ue cela ee:.se. ¡ :Su1vanl. l'ulée de R.-A. Fisher. nous conti­
nucrons a représenl rr l<•s c·ontributiom; drs ·2 gimes par 
'l aléaloires addilives ;ti!. d (te', prcnant de va lrurs fielives 
s ou l. q ue nous délerm inel'ons a u mieux. ;te +<le' prcnd alo rs 
lc•s :3 'alcurs 21, s-t l, ·~s. Pour représenler l'aléaloirc /f . il 
faul alors corriger la somme <ti!. +<te• en lui ajouLa nl un 
" résiJu >) d qui traduiL l'efTeL de non addi tivité. de la domi-
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nance. L'aléatoire d prendra alors avec les probabililés 

p2, 2pq, q2 , les valeurs i-2t, j-s-L, k-2s. 

On voil qu'i l n'esl possible de la rendre certainement nulle 
que si i=(i + k) /2, c'esl-a-dire s'i l n'y a pas dominance (il 
suffit alors de prendre l= i j 'l. s= k j2) . Quand il y a domi­
nance, on ne peul l'annuler C'Ompletement, on ne peut que se 
proposer de réduire au mínimum son importance, par un 
choix convenable de s et l. H.-A. Fi::;her a proposé de choisir 
pour s et l eles va lcur::; Lelles que : 

M (d2 ) = p2(i- 2l)2 + 2pq(j-s-l) +q2(k-2s)2 

soit mínimum. 
Nous allons voir que celle condition de moindres canés 

(que nous clésignerons par (C) ) inlroduil dan:.: les calculs 
des simplifications remarquables. Mais faisons aupa1·avant 
quelques remarques sur la décomposition obtenue pour H. 

On a : H _¡lf! + <lt!' + d 

L'aléatoire ae représente la ('Onti·ibulion d'un des genes du 
couple ; elle est égale a l quand il est dans l'état A, as quand 
il est dans l'état a, ces 2 cas ayanl des probabilités respec­
lives p et f'[; l'aléatoire c1t' contribution de l'autre gene obéiL 
a la meme loi ; nous avons vu que, du fait du (( randoro 
mating >>, ces 2 genes sont stochastiquernent indépendants 
et, par suite, aussi les aléatoires Je et Jr'. Quant a l'aléatoire d, 
elle ne dépend que des aléatoires c1e et Zlt!' (elle est conn u e 
quand Je et c1C' sont connus). 

Soit un individu apparenté a celui que nous considérons, 
ct ciésignons la conLribution qui luí correspond par : 

/Il = <Jtl +Jt'¡ +dl 

La liaison entre ('ll\ +('11!'1 et ae +CJe' (aléato ir·es que nous 
désignerons respectivement par H 1 et H et que nous appel­
lcrons <1 partie génétique » de la contribution) est précisé­
ment celle qui a été étudiée au chapitre précéclent, mais 
pour en déduire la corrélalion entre H el 1-1 1 , il Eaul exa­
rniner le role du 1( résidu de dominance )) d, ce qui résultera 
de l'élude que nous allons faire maintenant. 
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Détermination de l'ajustement par moindres carrés (C ); 
propriété caractéristique 

Pom exprimer que 8 et l sonL choisis de maniere que 
M (d2 ) soit mínimum (rond ition (C) ), nous écrivons que le:; 
rlérivés partielles ele c.elte cxpression par rapporL a s eL l 
sont nu lles. (·e qui donnc : 

(2) 
\ p2 (i- 2l ) + prf{j- s- 1) = 0 
( pq(j- s- l ) + q2(k- 2s ) = 0 

ou en représentant par i = '2l, j = s + L. k = :2s . le.s valeurs de 
la « par tie génétique •• H : 

(2') 
~ p2(i- i )+pq(j- j)=0 
i pq(j- j )+ q2(fr- k ) = 0 

en ajoutanL ces 2 équalions, on voit que la moyenne de H 
est égale a celle de f/ , (' 'e:;L-a-dire i1 O. On a done : 

M(H ) = M(Jc ) + ,\1(~1c' ) = 2(pl + qs) = 0 
done 1Vl(t1C) = pf+ qs = 0 

En retranehant mainLenanL les ·2 équations . on a : 

p2i- q2k = p2i-q21r=2(p2 i + pqj) =-2(pqj + q2k ) 
[en Lenant romple de la relation (1)]. 

s eL l sonl. done fournis par : 

ce q ui <lonne 

(2") 

pt + qs = O 
p2f- q2s = p2i + pq j =-pq j- q2/,· 

l= pi+ qj 
S= pj+ qk 

Nous voyons done que les équations (2) fournissenL pou r 
s et l une solulion unique. 

Nous supposerons dorénavan\.. que H el d sont ainsi ehoisis. 
On peut a lors interpréter les rondiLions (2) de la fa~on 
snivante : 
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Le résidu d a W1P Ntleur moyenne nullt• chaqur fois r¡u'on 
fixe la valeurd'une des aléaloire.'~ c'll! ou c'll!': .U ,(d .\l,(d)= O 

JI en résulte immédiatemenL que : 

M (c'led) = plM, (e/) t-qs M., (d) O 
.H (H d)=.H (c1úl) .\flc'J( 'd\ o 

l'C qui revie nt a dire que les coefficienls de corr·é/alion enlrP 
;1e rl el, enlt·r· c'lt ' el el, rnlre H ¡•/ d, 11onl nuls. 

Conséquences 

1 o Pour l a varian ce 

La variance de H rsl la sommr de la I'Ctl'iance ele la pal'!ie 
ytlnélique H el de la oa1·íancr du résidu el. En elieL : 

ll nous sera utilc de calruler t'CS ·2 ('Omposnnl<•s cte la 
variancc. On a : 

.\IrH 2) = ,\1 tZJc.~ 2 ¡ -r JI c'lt' 2 = ·2(pl2 -'-r¡s2 

= 2(p fq) l 2 =(p2i - q2k)2 ¡2pr¡ 
(puisque - qs = pl = p2i + pqj - - pqj- t¡2k =( p2 i- r¡ 2/,· ) /2). 

Quanl a el. ses Yaleurs i- '21, j-s-1, k- 2s. sonL. en rem­
pla~anl s ct l par lc11ri; valeur¡.; (2" ), eL (~liminant j u l'aicll' 
de (l ) : 

.( p2i- q2k p 

<·.'est-a-dire : 

(r¡ fp)(pi + qk) 

ce qui donne : 

- pi- qk 

-(pi -1-qk) (p fq)(pi + qh) 

M (d2 )=(pi+qk)2(p2r¡z ¡pz+ 2pq+qzpz ¡qz ) =( pi + qk)z 

Une autre forme de cettc 4 uantité el' l.. comme on ,·érifie 
facilemenl. : .\1(d2 ) = p2r¡2( i- ·2¡ + k 2 1 il :,uffit de remplarer 
- 'ti par (¡)2Í + r¡2k) ¡ pq). 
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2o Pour les corrélations 

La corrélation ent rr les l'OnLributions H --=,1( -t ."le' -rd el 
111 c'lt: 1 + ."1(' 1 +d1 e hez ·2 individus apparentés'est fournic par: 

Le Lcrme M(HH1) r<•préscnle la corrélaLion << ~énétique ,, 
rt udire a u chapiLrc précédcnl. 

:'\ous allons \'OÍr qut> le.~ termes Jl Hd1) el ,H tdH 1 ) sonl nuls 
si on considi!N• loujolli'S drs couples oli les conjoinls ne sonl pas 
llfJpw·mlés : les ·? parcnls de luut indi' idu :-onL alor:- a u plu::o 
apparenlés séparénH'nl H\'!'1' les '2 parents d'un nutre (l·omm<' 
dan~ le cas des freres par cxemple ), mais sans l'cLre entre 
Pux; les ·2 genes de <·haque individu n'onl resp<'<·Livcmenl de 
liaison slochasliqur qu'nvec t:hacun des 2 ~enes de !'nutre. 
Par <>xemple il n'y a de liaison qu'entre ;lt: el .'1( 1 rt entre 
c'lc' Pl ."1('¡ (;1( 1 élant indépendanl de ,·le' el ."1(' 11 (1(' 1 élanl 
ind<~penclanl de c'lc el ;1( 1 ) . Comrne ll 1et d ) ne dépcndenl qu<> 
de ;1( PL ;1('. le schC:•ma de liai:-;on est le suivant 

;1( ;1(1 

" 11. d 11 1• dl 

;1(' ."1('1 

d ne dépend de (1(1 q ur pAr l'inlermédiaire de ;1e. 
Quan<l ,-,,z est fixé, d rl ;1[ 1 deviennenl des aléaloircs indé­

(H~ndantPs, done la vnleur moyenne de d;Je 1 esl le protluit des 
Yaleurs moyennes de ;J( 1 d de d. cetle dernii•re Han t. alors 
nulle. Done Ji dil( 1 O quancl ;1[ esl rlxé, el par suite au::;si 
que! que soit ll. Or mhnt> .U (d.1e'¡ \= ll, dont· M (dH1)=0; 
par suile aussi J;J(d1H )=0. 

On voil done nlors 'il'~" 

J1(1111 1) M(HH1 )+Al(dd1 ) 

relalion paralléle á celle du Jo : 

\1(11~ 1 .\f(H2)+J1fd2 
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Ces équalions rc lali,·es a la tonlribulion ú'un c·ouple rlc 
gc\nes s'élendcnt a la somme de toules les conl ributions . 
. r = li ,J( + .... qui rrprésenle le• earaclerc mesur(•. Décom­
posons en eiTel ce <'araclcre en une « partie génélique >> 

z =~H. el un (( ré~idu de dorninance >> IJ ~d. On <1 a lors : 

.r -~ (H t-d z+ D 

Pour un indi' id u nppnrcnLé : .r 1 -= ~ (H1 1 d1)=z1 t 1 )1 • 

Et on a. rn Yerlu de l'indépcndance sloC'hastique des dinr­
rents couplcsuegcnes (qui enlrainc .U(/li< ) =M (H )x .H(f() = O 
el tVf(TlT<.) = O) : 

,\J .t2)=.\l(Jl2)+ .U (K2)+ ... =~.H H 2 +~.1T (/2 ) 

e'csl-a-dirP 

eL de memr 
M (.r2) = M(z2 ) b H{/J2 ) 

M(.r:~t) = Jl(zz 1) + .Vf( /JJ) ¡) 

<'C qui s 'écril, en inlrodui::~anl les roeOirienl ::~ de rorrélaliou 

Ces 2 relalions nou,; foumis:;enl r :r.r1 ) , coelllcienL tle corré­
lation entre l e:'~ valeul'¡; .r el .r1 du raracU~rc ('hez ·2 indiYidus 
quand on Lient comple Jc la dominance, u concl ition de> 
c·onnattrc : 

1° le rapporL .\1(: 2 .\[(.1.:2 ) I -.H lD 2¡ ,,u lx 2 ) . quantité 
comprise entre O eL J. que nous désignerons par a2, et qui 
c:a t·adérise le degré dr dominance (elle cst d 'aulant plus 
voi!'ine de l que .1f(D2 ) est plus petit par rapporl :l ,H (x2), 

c·'csL-a-dirc que la dominanrc csl. plus faiblc ) ; 
zo la corrélaLion r·(zz1) enlre lrs parties g-énétiq u es el u <'arac·­

lrre, qui a élé étucliée au chapilrc précédent pour le::; typcs 
usuels de parE>nLé ; 

:3° la conélation r(/JD1) entre les résidus ele dominancc 
des '2 indiv idus, que nous allons ca lculer maintena11L, en dis­
linguanl '2 eas. suivanl quE> les individus ne sont apparenlés 
que par l' inlermédiaire d'un de leurs parents. ou de leurs 
'! parents. 
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f er CAS : 

CORRÉLATIONS ENTRE DES INDIVIDUS 
QUI NE SONT APPARENTÉS 

QUE PAR L'INTERMÉDIAIRE 
D'UN DES PARENTS DE L'UN 

G'est. le cas, par exemple, de la ('OrrélaLion avec un anccLre, 
avec un oncle, avec un rousin ordinaire. La liaison se rail 
uniquement. par un des parent.s de l'individu, ce qui revíent 
a dire qu'un seul des gimes de ceL indiviclu esL en liaison 
si ochastique avec l'auLre individu. 

Valeur de r(DD1 ) 

Si on pose : x=~(Jl' +;Jl'' +d) pour le premier el:. 
.t1 =~Il1 =~(H1 +d1 ) pour le second, on peul suppo::;er par 
exemple que ;¡e est en corrélat.ion avec lf1 et que Cll'' en esL 
indépendanL, done d n'est. lié a I-1 1 (e t par suiLe a d1 ) que 
par l'int.ermédiaire de ac. Or c"/l' esl une aléatoire du 2e orure, 
d par suite les rég-rcssions de d et d1 par rapporl a cette 
variable intermédiaire ,·¡c sonL cerLainemenL linéaires, on peut 
done appliquer le théoreme de p. 34 eL on a : 

1·(dd1 ) =r·(dCJt) x r(;ll'd1 ) = Ü puisque r(dJl' ) =ll 

done M (dd1)=0 M(DD1)=~M(dd1)=0 
f'(DD1 )=0 

~ous obtenons ainsi un résultaL importan!:. : dans lf' cas 
oú. la liaison se fait par un seul parenl, le coefficienl de corré­
lalion entre les résidus de dominance D et D1 rles 2 indi11idus 
esl nul. 

On en déduit alors le roefflcienL de corrélation l'(:tx1) enl re 
les earacLe t·es. 
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Une aut r e m éthode 

Signalons une auLre maniere de úémonLrer cellc formu le. 
Le srhéma de liaison entre lf et H 1 csL lí' !'Uivanl 

ll-H .;Ir H 1-l-1 1 

(2 aléatoires de ce schéma ne sonL liées stochasLiquemenL que 
par l'intermédiaire ele celles crui se Lrouvent en elles.) 

Or il résttiLe du chapiLrc préeédent que les ré!-"{ressions üe JI 
par rapporL a H et a H 1, qtli corresponden! 3 des corrélalions 
génétíques. sont linéaires. On a done, loujourll en vertu du 
théot·f>me de p. 3-1 : 

qHCIC)=r(I/H ) X r(IL'JC) 

et comme les régressíons de fl eL H en (1( sonL linéaires 
(puísque ;Je est du ze ordre) : 

t·(flll1)= t·( /l;l( ) X t•(JeH1) 

- r( HH ) X r (H ;I() X r(;JeH 1) X r IH 1 1 f 1 

=r(IlH ) r (HH1)x r(H 1Il 1) 

Done le coefficient de corrélation entre les 2 contríbuLions 
H eL ll1 esL le produit du ('Oefficient de corrélalion entre les 
partíes ¡ténétiqucs H et H 1 • par les coefficienLs de corrélation 
entre chaque contríbution el sa parlie généLique. On peul 
done dirc que la corrélation se faít par l'inlermédiaire eJes 
contribul1ons g:énéLiques H el. H 1 , mais que les <"ontributions 
mesurécs 1 f et fl1 ne fournissenL les contribuLions génétiques 
qu'avec une cet'taine erreur, ce qui a pour cffcL de diminuer 
la corrélaLion observée clans le 1·apporl t·2(flH ). Ce rapporl 
de réduction a pour expression : 

On en décluiL facílemcnL, en passant a la somme de Loule~' 
les contribntions, le rapport de réduction global 

On retrouvc bien la formule ' ::>). 
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V aleurs des corrélations usuelles 

J ndiquons mainlenanl les ,·aleurs des corrélation~ usuelles 
qur <'elle formule fournit, en Lenanl comple eles rf>sullals clu 
rhAp itrr précérlcnl : 

pcre-fi ls 
grand-pcrc - pcl i l-fils 
ancrl re d'ordrt> 11 : 

drrni-frht•s : 
ontle-nc\ e u : 
c-ousin, germaws 
•·ousin~ qtwkonques 

( 1 /"2)~~ 
( 1 n)c2 

( 1 •))11;>2 
, - J 

( 1 1 ~ 2 

(1 -l)C:! 

p ):; ¡ ~:! 

l l , ·2 ¡" · t· ~ ·~:! 

R appels hihliographiques ; comparaison des méthodes 

La valeur de la t'OJTólalion anceslrale dans l'hypol.hcse 
mcndélienne, \1 /'2" ) ~ 2• n él r f<,urnie pour la premien~ fois par 
K. Pearson en 1 90:~ dans son mémoire des Philosophiral 
Tran:;actions ·20:3 :\, p. ~~3 dans un cas pnrt iculier, rar il 
élail partí d'hypothi•st's tri•s restricti,·es; il supposail qu'il 
~ avait dominant·e ~·ompli>tl:'. la rontribution j d'un couplr 
flt> genes hétérozygolf's Hant í•gaiP ~~k pa•· excmplc. 11 suppo­
sait aussi que les ront r·ibul ionl' des 11 couples de ~~\nrs avaicnl 
la mPmc imporl.am·c (i i' ... ; k = lr' = ... )eL que le:-; 3 phases 
dE' chacun se lrouvaicnt dans les proporl ions : p2 - ( 1 /4). 
·~pq - 1 /2, r¡2 = 1 / l. JI lrouvail ainsi un<> ronólation paren­
! ale de 1 13, el une <·onélalion ancestral<> tic• . 1 :3 ) 1 ·2". car 
dan:> c·e~ hypothc~es 1<' rapporl de rédudion ~2 •le\ it•nl égal 
;"¡ ·2j:3. {( 1) (ournil en eiTct i :3k. et ·2 donnE' alm·s l = s=k; 
on ,·oit. alors que .HIH 2) '2/.·2 et J/tH 2 , :3k2 • 

Dan~ un mémoitt> ull(:rieur fR.-S. prorecdings ; B ~1. 

1 ~)0\). p. ·2'25) Lrail anl IP cm; de la corrélaLion anl'cst rale el 
f'omplHé par Snow ( H.-S. proc·efdings, H H:3. 1 ~)11, p. 37) 
pour lP eas des ftcre~. oru· lc:-;. el cousins germains. Peatson 
a repris le calcul par unE' aulre méthodc; i\ a remarqué qu'i l 
:-;ufTisait de ('alculer le~ eorrélaliuns dans lera~ ou la variabililé 
dépend d'un seul l'ouplc d<' genes. et il <>sl pnrti d<> ptopot-
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tions p2 , Zpq, q2 des 3 phases ; sa méthode cousiste a construire 
pout' chaque degré de parenté, la table a 9 cases fournissant 
les probabilités d'avoir pour l'un et pour l'autre inciividu. 
2 phases déterminées; par exemple : 

AA A a (/(/ 

AA 

A a 

(((/ 

De ces tables, Pcarson el ~now déduiscnl de la maniere 
habituelle les coefficients de conélation dans le cas de la 
dominance complete (c'est-a-dirc quand il n'y a que deux 
valeurs de la contribution, !'une correspondanL a AA et a Aa 
et l'autre a aa) eL aussi dans le cas ou il n'y a pas de domi­
nance (c'est-a-dirc quand la contribution de Aa est moycnne 
de celles de AA eL aa). 

Pour la corrélation ~nf'P.Rt .rale. Pearson trouve dans le 
1 er cas 2q f( p+2q)"?." (nous pouvons facilemenL vérifier que 
~2=2q f(p+2q) , en faisant i=i dans (l ) et (2)) etdansle2ecas 
1 /2". Mais ces valcurs paraissent !'une trop faible et l'autrc 
trop forte pout· r·cndre compLe des corrélations mesurécs, 
aussi Yule a-t-il suggéré qu'on pourrait obLenir une valeur 
plus correcte en supposant la dominancc inf'omplete. Ce calcul 
plus général a été faiL par R.-A. Fisher dans l'ouvrage déja 
mentionné (Ed., p. 399), toujours suivant la meme méthode. 
mais en assignant aux contributions des 3 phases des valeurs 
quekonques i, j, k (de valeur moycnnc nulle ). 11 a ainsi 
imaginé l'ajusLemenL par moindres carrés (C), et a mis en 
éYidente le role du r·apport ~M(H2) /~M(ll2 ) qu'il appelle le 



v taux de clominance ,, -: 2 ¡-;2 <• dominancf' ratio 11) ; il a ain:-;i 
obtenu pour In corrélation par<'nL-enfanL la V<ll<'ur (1 {2): 2 

{ -;
2

• 

et pour les eorrélalion::; entre oncle eL ncvcu el entre cousius 
germains les valeurs (1 1 l ):2 f -;2 el ( 1 /8)-: 2 ¡,z, ce q ui faisail 
presscnlir' la diminution de moilié de la corrélation pour 
chaque cleg['(' d'éloignemenl, et la similitude du róle de la 
dominant"e aYec relui d ' une erTcur accidentelle dans la mesure 
du carat'Lcrc. \lais la méthodC' de Fisher. r·eposanL loujours 
sur l'étahlisscment de la Lablr ú 9 cases qui traduiL l'asso­
ciation des 3 phase:; rhez les ·2 inclividus, n'csl. pas susceptibl<' 
de gén(•r·alisnlion. Lf'::: ealnrl" "<onl laborieux rl dcviennenl 
impratic·a llle:- pour un dC'¡.p'«' de parenLé un peu éloignl•. 
Tandi; qw' les méthodes que nou!> avons indiquécs permettenl 
rle c·alnrlrr par échelons les c·orTf>lations g(•néliques, el d'en 
cléduirr le:-; cotTélations réelles par la rorrnule génér·ale : 
1'(xx1)= 1'(zt¡}x~2 valable pour n'importe quellc parenté ayanl 
lieu par l'intermédiaire d'un seul des parenl s cl'un des indi­
, •idus; el nous avons vu la rai~on profonde de l'ette formule : 
elle repose sur le fait qu'alor::. les résidu:- de dominance 
D et D 1 des '2 individus ont un coefficienl de corrélation nul. 
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2 e CAS 

CORRÉLATION ENTRE DEUX INDIVIDUS 
DONT LES PARENTS 

SONT RESPECTIVEMENT APPARENTÉS 

Données du problem e 

~upposons mainlrnanL que dlarun des parenls d'un de:; 
individus soil apparenlé a un des pa ,·enls de l'autre, mais ú 
un seul (ce qui exrluL, commc nous l'avon¡,; fait ¡·cmarquer, 
la parenLé des conjoinls entre eux, el par suite nous permet 
d'utiliser les résultals de p. 17). 

Alors, si on désigne encore par ,'JC +;JC' cLiiC 1 +<le' 1 les coutri­
buLions « génétiqucs » d' un couplc de ~<'ncs chez les 2 incli­
\'Íu us, il ~, a des liaisons stochastiqucs dé! crminées entre les 
~<'ncs qui proviennenl de parcnts a pparcnLés. pa1· exemplc 
une con·élalion r entre ;le el ~1(? 1 el un!' r-n,·réfation p enlre (11?' 

el (le' 1 , landis qu' il!) o indépendance slochasl ique entre (IC o u (1( 1 . 

d'une parl. el (fe' 011 ,"1(' 1. d'ault·e pat·L. 
fndiquon~ des mainlcnant cornmcnL se déterminenl. ,. el p. 

Désip;non!-l par H 2 eL H '2 la conl.ribution génétique du couplc 
de p;encs (·onsicléré ch{'z les 2 parents du premier individu, 
el par H 3 el H 'a cellc chez les 2 p:nents du second H 2 corres­
pondan! 3ll paren! qui fournil le gene ,"lt, H '2 a celui qui 
fournit le f!Cnc (1(', eLe. ). La connaissance des degr·és de 
paren té ele <'CS pai'Cnls UOUS foumit, cl'apr<'s le C'hapitJ·e 1 f, 
leur corrélalion génél ique, que nous désignons par ,.· pour la 
liaison H 2 - H a el par ;;' pour la liaison H '2- H ' a· Pour plus 
de clarté, I'epeésentons le st:h~rna de liaison entre les 2 indi-
viduR : ,.· 

c1(__ ~ -----H 3 



On voil rruc la liaison enLrr tic el (!1! 1 ~·obLiendra <'11 eom-
posant le¡; régresRions linéaires (qui résu ltenL du rhapi tre 1 l ) : 

Jf(H 2 = c"IC quand tlt: PSI fix(•. 

Jl(H 3)- ,·'H 2 quand H 2 esl fixé . 

. \l{;IL .) H 3 /2 quand H 3 eRl fix(>. 

lJone, d'apres ](' Lhéorcme de p. :jA: .H (,'1( 1 ) (r ' j2 )t"IC quand 
; 1( esl fixé. 

Do m· 

Exemples: 

Comme exemple:- ele ce mode de parenlr. nous avons rléj:l 
<·ilé le <·as des freres H 2 coincide alors aYec H3 • el H '2 3\C<· 

H ' 3 , done r' = p · l, r = p = 1 /'2,) f't le cas des doubles cousins 
germ ains (H 2 el H 3 sonl fr<'rcs. ninsi q11r H '2 rl H '8 , done 
r'=p' 1 /'2. r p - 1 / 1). 

Ce~ ·2 eas onl élt• étudié:- par Fisher (Ed. ) loujou r;; par 
la mélhode de la lable d 'asl'ot'iation . et il a reconnu que 
dans ces cas la réduction á faire ::;ubiJ· a la rorrélation géné­
lique pour obl e ni r In conélat.ion réelle esl moins élevre que 
dans ccux du paragl'aphe précédenl. Cela lienL, comme nouR 
a llons le voir, a ce que la conélation ,. DD1 \ des résidus rle 
dominanre ues ·?_ individus esl maintenanl positiYC, 1'1 llOJl 

plus nulle cornme clans le paragraphe précédent; or la corré­
laLion réelle r (x.r1 ) est líée ú r(DD1 ) par la relation (..J ). qui 
peuL s'f>C'rire 

r (.t.r1) =~2r(zz 1 ) +( 1-~2 .r· D IJ1 

Calcul des probabilités d' association 
des gimes homologues 

:\ous allons don<' c·al<-uler. ~ou::; les hypolheses préc1sées 
<'i-dcssus (corrélaLion:-; r et p entre les gene:-. des '2 indivirlus) 
la eonélaLion r(xx1) . el donner ainsi l'exprcssion générale des 
résullals obtenus par Fisher dans le cas particulier des freres 
et de:. cloubles <'Ousin~. 

On a : 



eL nou~ délermineron:; .\l(HH1) ú l'aide des probabililés 
d'associaLion des genes ae et ;11~. 1 , ,Je• et ;le\. que nous allons 
C'alculer rn premier lieu. Désignons-les par : 

p, = probabililt; pour que Zlc - 1 et (1( 1 

)) 

)) 

l) 

l) 

)) 

)) 

)) 

)) 

(le = i eL c'1(1 = s 

ae = s eL ae 1 = l 
il( - s el ,'1(

1
- .-: 

c'J(' - l etc'l(' 1 /, etc 

Les ,¡ probabiliLés d'associations entre ilc et c'll?. 1 peuvenl se 
('alculer en connaissant les réparLiLions marginales de ;1e el c'lc1 

tqui sont constituées a in si : valeur l avec la p1·obabili 1 é ¡1, 
eL valeur s aver la probabilité r¡ ) eL le coefficienL de cO ITf'­
lation entre ele et Je1 . que nous aYons désigné par r. On a 
en efTeL : 

p,+ p,, = p 
p.,+p., = e¡ 

p,+p., p 
Pr.~ + p$, = r¡ 

,. l 2p11 + sl(p., + p,.) + s2p., lf pl2 + r¡s 2) 

(en Lenant compte de ce que M (ile )=pl+qs - 0 d'apres 
la p. 1:)). 

Les l premieres équal ions donnent : 

et la 5e peut par suile s'écrire : 

rl'ou : 
r= pl2 +qs2- p81 (l 2- Zsl+s2 )f(p12+qs2) 

p,.= p.,.....:. ( 1- r)(pl2+qs2)f(t-s)2 = ( 1- r)pq 

(en remplaganL s par -pt fq), 
et par :mite : 

p, =p ·( 1-r)pq=p(p t rq) 
p •• =q-(1-r)pq=q(q+¡•p) 



El. on aura de nH~mc. pnur la liaison entre. ;J(' l'l c"Jc' 1. le~ pro­
babilités marginales reslanl toujours p et q : 

¡/¡, ¡/.,¡ (1-p}pq 
p'/1 p(p+pq) 
JI',,.< q(q-t ;:.Jl ) 

Forme symbolique de JI ( l-l 11 1\ 

EL rnaintenanl la ':onnaissan1·c- df' ce, probahilil ('-.; ya nous 
fournir .\1JIH1 . 

En riTeL : pom qtu• ll k el /l1 = k 1 /, 1 élanL é~al ú !.-. 
mais il nous sera utile d'affl'd<'r de l'indice 1 les conlrihuLions 
qui se 1'apportenl a ll¡ ), 

il l'aul t{ue : 
;1e s 

;J(?' -=s 
eL 

;/(1 =s, 
;Jr', = ;;¡ 

la probabilité de ce cas esl don<· : p,8p'., ce qui foumit dans 
M(Illl1 ) le tenne : p,.p'.),k1. 

Pour que H =k PL II1 j 1• il faul que 

(Jt =S 

llc'=s 
;J( 1 =S¡ 

;1(' 1 = l¡ Oll 
c'J( 1 /1 

;Jc'
1 

s, 
<'e qui fournit dans .\! /[/[1 ) les 2 Lennes (p.,¡>'., t- ¡>.1¡J',.,, )kj1. 

Nous voyons ainsi qur lous le:; termes de .U(/1//.} pourro11l 
H'obLenir· par le calcu l symboliquc suivant 

Aux différentes associaLion::; possibles : 

,1( =S 

;J(l =S¡ 

:1e .s 

:tc1= l 1 

c'Jt =l 

Je1 =s1 

nous ferons correspon,h·e 1'<''-'fHWliYemenL les quaulilt•s 1 : 
p" ss1 ; p,, s/1 ; p,., ls1 ; Jl,,il1. 

De rni\me, aux a:-;soriation!'i 
;J(.' =S 

,1c'1 =s1 , eL<'. 

nous fcrons concspondr·c les quanLités (I' ) : p',. ss1• eL<'. 
En rnultipliant une de::; quanLiLés (l) par· une des quan­

lités (!'), on obLient des termes 1 l 1) Lels quE> pal' rxcmple : 
p., p'., sl1 ss1, qui correspond ú la probabilité pour q ur (IC =s. 
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Je1 =l1 , eJe• = s, Jt'¡ = s1 . JI suffiL d'y remplacer s2 par k eL 
s1l1 par j¡ pour avoir le terme de M(Hfl1 ) qui correspond a 
ces associations. 

D'ou la méthode suivante pour former M (HH1 ) : on effectue 
le produit de la somme des quantités (1) par la somme des 
quantités (!'), éLant entendu que l'on cloit remplacer dans 
le résultat : 

puis faire k1 = k, j¡= j , i1= i. 
M (HH1) est done représentée par le produiL symholique : 

(6) (ss1p,9+st1 pst +ts¡p,s +ll1p11 )(ss1p'•• +sl1p' "' + ls1p',8 +ll1p'u) 

Calcul de M (Hfl1 ) 

Nous n'avons plus qu'a rempla(;er dans cette formule 
Pss. p811 etc., par leurs expressions obLenues n la page précé­
dente. Le preroier facteur de (6) devient alors une fonction 
linéaire de r : 

q2ss1 + pqsl1 + pqls1 + p2lt1 +rpq(ss1-st1-ts1 +ll1 ) 

c'est-a-dire 

Le ze facteur peut s'écrire de meme : 

(pt+qs)(pl1 +qs1) +¡;pq(s-t)(s1-l1 ) 

et le produiL (6) devient alors : 

(pi +qs)2(pt1 +qs1 ) 2 +pq(r+;; )(pl + qs)(s-t)(pt1 +qs1)(s1-t1) 

(6a) + p 2q2rp(s-t2)(s1-/1) 2 

Pour en déduire M(HH1), il faut dans chaque terme 
efiectuer les produits et faire les remplacements indiqués 
plus hauL, ce qui donne, une fois supprimés les índices 1 : 

(6b) M( /UI1 ) =(p2i +2pqj +q2k)2+ pq(r+p )[ qk +(p-q)j-pi)2 
+ p2q2rp( k-2j + i)2 



Le l cr term<' <'~L nul du fait du rhoix dt> la moyennc de 11 
pou1· originP (~'ondition (l )) . .H(Il/I1) doil bi<>n ulors s'annule1· 
quand r=p = 0 , c'est-a-dire qunncl les 2 individus ~ont inclé­
pendanL~. 

L e reoflici!'nl. de pqu· + p) s'écrit (Loujou•·s d'nprcs (1)) 

[(q2J,·-rp1¡j ) /1f-(p2i+ pqj fJ J2 r¡2f.;- p2i ) 1 fr¡ t l ¡p ] ¡2 ]2 
=!!lk p2i )2/'l.pc¡ 

c'est-a-dirc d'aprcs le ré~ultaL dt' p. H) : Jf(H 2) j '!pq. 
Le coefflcicnt ue rp n'e:-,1 aulrt' que .\l(d2) (\'oir p. -16). 

Cela résullr. d'aillcurs immédiatemenL de <'<' que. si 111 

r.o'incide a\' Ct' 11, (' ' esl-a-ui•·c :;i r=~ - 1. l'équation l:ib 
fournit pour ct' roeflicienl la valeur .\1 f/ 2 - H H 2' =.11 d2) . 

On a donr : 

Formule générale de la corrélation 

D'ou en faisant la somme ¡mur Lous le:> couples clr. g~nc:-; 

(il résulte du chapitre II que lt•s \aleur::. dn r· r· ' ·? Pt ~=F' ,·? 
sont les mcme~ pour Lous les couple~ de gi~nt·~. Plles sonl 
déterminées Jcs qu'on eonnalL le mode dt' pnt•cntt') : 

.W(x.c1)=~JI(Jfl11}=tH( z2)( r·+p ) ( 2 1 r,: \.1 /)2) 

par suite en divisant par \l(.r2) : 

(7 ) r·(x..z:1 ) =~2\f'+ p)/2 + r·~(J-~2) 

La quanliLé (r 1· p)/'2 =-(r' + p' )/'1 n'esL autrc (p. ll ) que lu 
corrélation génPl ique r(HH1) o u r(zz1 ) . On r<'lrou\ e bien qw' 
r (xx1) se réduil ú r{zzt.:2 quaud !' une des quantitrs r ou ~ 
est nulle. 

En comparan!. aver. (·1' ), on voil ctue 

r(DIJ 1) = r( 

I1 y a done, dans le cas généra l, une corrélal ion posiLivc 
<·uLre les résidus de dominance des 2 individus. Elle n'esl 
nulle que quand la parenté se fail par l'inlennédiaire d'uu 
seul parent. 
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Mais elle esL Lres faib le des qu' une des 2 liaisons enLre 
parents est un peu éloignée. 

Exemples: 

G'esL dans le cas des freres qu'elle esL la plus importante. 
On a alors (puisque les parents coi'ncidenL} r' =p' = 1, done 
r=p=1 /2, r{DD1)=1 /4. 

r(xxl) =( 1 /2)c2+( 1 /4){ 1-~2)=( 1 +o2) /4 = 1 /2-( 1 /4) ( 1-c2) 

C'est bien le résultaL Lrouvé par Fisher, p. 406 (o2= -:2 ¡~2, 
l-c2=•2 /~2 ) . La corrélation entre freres est done supérieure 
a la corrélation pere-fils. 

La valeur génétique est la m eme, 1 /2, mais la réducLion 
due a la dominance est moitié moindi'e dans le cas des 
freres ((1-~2) /4)). 

Pour des << doubles cousins J>, dont les parenLs sonL freres, 
on a : 

done: 
¡·' =:;'=1 /2 l'=o=l /4 . , . 

r (xx1 ) =( 1/4)o2+( 1/ 16){ 1-~2)=( 1 +3c2)/16=1/4-(3/16)(1-~2) 

La corrélation ent•·e doubles cousins est done un peu supé­
rieure a la corrélation oncle-neveu (1 /4)o2, a cause du tei'me 
en r(DD1 ) . Mais ce terme est déja faible. 

Cette formule a été donnée par Fisher (p. 407) . Comme 
Snow, il a fait le calcul en formant la table d'association des 
phases, ce qui ne permet pas de dégager la loi générale, 
chaque cas particuher nécessitant un traitement spécial, qui 
devient d'ailleurs inextricáble pour une parenté un peu 
éloignée. Nous voyons maintenant que le probléme général 
est résolu par la formule (7), pour n'importe quel mode de 
parenté, tant qu'on ne préleve que des conjoints sans parenté 
systématique. 

Comme autre application de cette formule, considérons 
des enfants ayant le meme pcre, mais dont les meres sont 
sceurs. 

On a: r'=l et p' = l /2, done r(xx1)=(3 /8)o2+ (1 j8)(1-o2). 



CONSÉQUENCES Dl~ LA ~ON-ADDITIVlTÉ 
DES GENES DANS LE CAS DU "RANDOM MATING " 

Comme nous J'a,on~ indiqué au chapitre précédent, il est 
néce!-l!'laire. pour étudicr les corrélations de caracteres condi­
tionnés par les lois de ~lende!. tle lenir compte du phénomene 
dr dominance. c'e:.l-ú-dire de non-additivité des efTels des 
'2 g(mes d'un rouple. 11 e::.l naturel de songer á une généra­
lisation de cette hypol hose. eL d'étudier le cas o u les efTets 
des dirTérents eouples de genes ne sont eux-rncrnes pas 
ndditifs. C'esL re qur Fisher a appelé l'hypoLhCse « d'épis­
la<'~ ''· ~ous allons Hlors cxaminer la généralisation de 
l'aj ustt>ment par moindres carr~s du chapitrt> précédent. 

Solution de la condition de moindres carrés 
dans le cas de 2 couples 

Considérons par exemplr 2 couples de genes, symbolisés 
par les aléatoires fl ('(. f (, JI prenant toujout·s les valeurs 
désignées par i, j, k, aveC' les probabilités p2, 2pq, q2, K les 
valeurs i', j', k', avec le5< probabilités p' 2, 2p'q', q'2• L'efYet 
résuliant du con<'our::; ele <'es 2 couples prendra, si les efTets 
parliels ne s'ajout~nt pas, au lieu des Yaleurs 

i+i' i+j' i+k' j+i' j+j' j+k' k+i' k + j' k+k' 

les valeurs quelconques : 

a u a1z ala (l2l rtz:~. a2s a31 a32 (/33 

avec les probabiliLés 

p2p'2 Zp2p'q' p2q'2 '!.pq¡)'2 lpqp'q' 2pqq'2 q2p'2 2q2p'r¡' q2q'2 

car la répartition indépendanle des diYers genes résulle 
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seulement du random mating. ct n'es~ pas afTcctée par la 
non-additivité.) 

Nous procéderons alors comme pour la dominance. Nous 
représenterons l'effet résul~ant, désigné par A, par la somme 
d'efTets particls flctifs H et K, corrigée par un résidu E : 

.1=Il+ K + E 

Les valeurs de E seront alors : a11- i-i' , a12-i- j' , etc. ; 
si les valeurs a,1 de l'effet global sont quelconques, on ne peut 
pas déterminer i, j, k, i' , j ', /,:', de fa\(on que les valeurs de 
E soient nulles ; mais on peut toujours les déterminer de 
faºon que : 

M (E2)=p2p'2(au- i-i')2+2p2p'q' (al2- i- j' )2 
+ p2q'Z(a¡3-i- k' )2+2pqp'2(a2l- j- i' )2+ ··· 

+ ... 
soit mínimum (condition (C)) . 

En efTet nous traduisons cette condiLion en exprimant que 
les dérivées partielles % a i, j , k, i' , j ' , k', sont nulles , ce qui 
donne le sysUnne : 

p2[p' 2(a11-i-i') + 2pq'(a12-i-j' ) + q'2(a13- i-k')] =0 
2pq[p'2

( a21-j-i') + 2p 'q' ( a22- j- j' ) +... ] =0 

{2) 
q2[p'2{a31-k-i')+ .. . ]=0 

p'2 [p2
( a11-i-i' ) + 2pq( a21- j-i' ) +. .. ] = 0 

2p'q'[ ]=0 
q'2[ ]= 0 

Nous avons la, pour déterminer les 6 inconnues, 6 équations, 
mais elles ne sont pas indépendantes. En efTet, si on faít la 
somme des 3 premieres, ou la somme des 3 dernieres, on 
obtient 2 fois la meme équation, qui est : 

eL qui exprime que : M (H)+M(K )=Yl(A ), c'est-a-dire que 
M(E)=O. 
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~ous pouvon:::; ~mpposer Loujours que l'ot·igine des mesures 
de l'effel observé A a élé choisif' de ielle manie1·e que sa ualeur 
moyenne soil nulle : .\[(.-l)=O. 11 en résulle alors que : 

JI 11),-,\J(K)=O. mais nou~ ne pou\'Ons en déduire que 
M(H) et :H(K) soient rhacuM nulle ; seule leur somme rloit 
ctre nullc. Cela licnt a ce que, dans chaquc Lerme de l'cxpres­
sion a rendrc mínimum figure la somme d'une valeu•· de !1 
et d'une valeur de K. somme qui ne change pas si on modifie 
simultanément les origines de rcpérage de ll et de K, de 
fa<¿on á augmenler d'une rcrlain<> quantité les valeurs de 
('une, el a dimillUCI' Je la mcme quantité les valettrS de 
l'aul re. Nous décelons ainsi la nalure de l'indélerminalion qui 
inten ient dans la solution du probleme. Elle réside dans un 
déplarement arbilraire de !'origine de H. compensé dans la 
somme par un déplat·ement opposé de !'origine de K. Nous 
pouvons alor,; nous débarrasser de ce paramCLre arbitraire 
sans inl éret. en choi!:;issant lrs ·2 origines de fa\OD que : 

( 1) 
M (H) = p2i + 'lpqj + q2k=0 
M( K) =p' 2i' +'2p'q'j' +q'2k'=O 

Des lors le systi>me 2) se résout immédiatement. Grace 
aux conditions ,1, . chaque équation fourniL une des incon­
nues : 

2") 

i=p'2au +2p'q'al2+q'2als 
i=p'2a2l +2p'q'a22+q'2a23 
k=p'2aa1 + ... 
i' =p 2a11 +2pqrt21 +q2a31 

i'=p2 al2+ .. . 
k'=p2 a13+ .. . 

Remarquons im ersement que, si on connail les premiers 
membres de (2") on peul choisir arbitrairemenl a11 , a 13• 

a31, a 33, et les 5 nutres valeurs a sonl détcrminées. L'efl'et de 
la non-additivité peut donr Hrc f·aract{>ris<', une fois ronnues 
les contributions auditive:::o, par les ré;:,idu,.; relatifs aux 1 indi­
vidus doublement. homozygot<>s. 
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Généralisation pour plus de 2 couples 

Le ca lcul précédent s'étend racilement pour l'ajuslemenl 
ele contributions addiLives JT, K, L, etr., a l 'efTeL global d'un 
nombre quelconque de couples. P lus ~énéralemenL encore, 
ronsidérons un efieL global G rés ulLanL du concours d'un 
f'Crlain nombre d 'évt'nemenLs aléatoir<'s. supposés d'ordres 
finis, el indépendanl.o; ; supposons les au nombre dr ;~ p011r 
fixcr les idées, eL symbolisons-les par les aléaLoire!:l : 

If, prenanl les valeurs h, .. avec les prohabililés 

fl ,. (1'= 1,'2 ... l )(~p.= l ) 

H ', prenant les valeurs h' . ., avec les probabiliLés 

p', - 1 ·) )( ' ' ' - 1) .~ - ,_ .. , m -P . -

f-1" , prenant les valeurs h",, avec les probabililés : 

p"1 (1 = 1 ,2.... n)(~p",- 1 ) 

\lors que TI + H' + H' ' prend des valeu1·s tellcs que : 
h,.+h'.+h", , nous supposons que l'efTet global G prend des 
valeurs quelconques Grst , mais aver le;; memcs pt·obabiliLés 
¡J ,. p'. p",. Si on pose encore : 

G-H+Il'+l-l"+E 

nous nous imposerons toujours la condilion 

(C) M (E 2) = )Jp,. p'. p",( G, .. ,,-h,.-h',-h",) 2 mínimum 
¡·.~/ 

<·ondition qui détermine de fa~on unique (aux origines de 
repérage pres) les h, h'. lt" , car elle se Lraduit par le systcme 
obten u en annulanl les l+ m +n dérivées parLielles : 

j 
~p,. p'. p", (Gr,1-h,.-h',-·h",)=0 pout· r=l,:L. l ., 

(2b) Y,p,.p'. p",( )=0 poltt' s = l,2 ... m ,., 
~ )=0 pour l= 1 :l ... 11 
r• 

t'cs ét¡uuLions ne sont pas 1 o u tes indépendanlcs, ca r· la so m me 
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des l premieres, celle des m suivantes, et celle des n der­
nieres, nous donnent toutes 3 le meme résultat : 

~p .. h,.+ '5:.p '.,h' .• + ~p",h' '1 ='5:.p,.p' .• p' ', G,.~, 
1'81 

ce qui exprime que la moyenne de l'effet global observé G 
(que l'on peut supposer nulle, ce que nous ferons dorénavant), 
cst la somme des moyennes des efTets ftctifs par tiels, que 
nous pouuons sapposer dorénauanl nulles, en choisissant conve­
nablement le repérage de chacun de ceux-l·i 

Des lors le systeme (2b) se résout immédiatement 

(2" b) 

h,.= ~ p'8 p", G,.,1 
$/ 

h'.,= ~p •. p", G,..,, 
l't 

h",=.~ p,.p'., G,.,,, , .. 

Propriété caractéristique de l'ajustement (C) ; 
analyse de la variance et des corrélations 

Les équations (2) ou (2b). ont une interprétation immé­
diate : elles expriment que la ualeur· moyenne du résidu E est 
nulle cftaque fois qu'on fixe la valeur d'une des aléatoires com­
posantes, H, H' ou H". 

(U en résulte en parliculier que la moyenne générale de E 
est nulle, ce qui met une fois de plus en évidence la co·inci­
dence entre la moyenne ele l'eiTet observé G et ('elle de l'effeL 
ajusté H +fl' +H"). 

D'ol.l les conséquences suivantes : 

Jo On a M(Ell)=O J1(EH')=0 M(EH" )=O 

Done, en clésignant par G =fl +II' +H" l'efi'et ajusté 

ave e M(GE)=O 
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D'ou: 
(3) M( G2) =M( G2) + M(E2) = 

M(H2)+M(TJ' 2) j M( TI"2)+M(E2) 

Comme dans le cas parliculier du chapiLre pr·écédenL, les 
parties addiLives et le résidu ont un coefficient de corré­
lation nul, eL leurs Yariances s'ajoutent. 

2° Si on considere un autre cffet global, G1, donL les efTels 
composanLs H 1 , H'11 H''¡, ne sont en liaison stochastiquc 
qu'avec JI, TI', I-I", respectivement (ce qui cst le cas si H 
et H1 , H' et TI'¡, etc., sonl des couples de facteurs homo­
logues chez 2 individus apparentés. dans le ras du « random 
mating >>), on a : 

(4) M( GG1)=M[(H +II' + H" +E)(H1 +11'¡ + H'"1 +E1) ] 

= M ( TI f/1) +M(II'Il' 1 ) +M(H" H" 1) +M(EE1 ) 

Car par hypothese, les termes tels que : 

M (HH'1)=M (I-l) x M (H'1 ) 

sont nuls; d'autre part on voit, en reprenanl, le raisonnemenl 
de la p. 47, que les termes tels que i\tl(HE1) sonL nuls aussi : 

E 1 ne dépend que de fl1 , //'¡, H"1 , et par suite ne dépend 
de H que par l'intermédiairc de H1 • Quand fl1 est fixé, 
J-I et E1 cleviennent indépendants, done alors M(l-IE1 ) = 

M(H) x M (E1) et le 26 facteur est alors nul par suite de 
l'ajustement (C) ; en étendant la moyenne pour toutes les 
valeurs de T/1 , on a bien encore .\lf(HE1)=0. 

Application a la non- additivité des effets 
de 2 couples de gimes 

En revenan!, a u cas du 1 er paragraphe, et considérant, chez 
2 individus apparentés. la contribution de 2 couples de 
genes, soit : 

eL 

A eL 1-l 1 sont 2 aléatoires obéissant a la memc loi ; leur va­
riance se décompose en : 

(3') 
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et leur liaison ::;e traduit par : 

(• 1' ) .U( A 2)r(AA 1) = M (A r11 )=M(H 2)t'(nn1) + M (K 2)1'(¡m1} 

+ M (E2)r(EE1 ) 

Les 2 premiers termes, qui tOITespondenL i1 la linison cnlre 
couples de genes homologues, ont ét.é éludiés au chapitre 
pré(•édent; si on les M<·ompose en la parLie génélique et la 
partie due a la dominance, on a : 

{4") Jft.·P)r{AA1)=~.\/ tH2 1'{EE1 .~Jl(d2 ,. dd1 )+M E2)r (EE1 ) 

[r tHH1)=(1'+ F /2. r(dd1)= 1'p )> 

d parallélement : 

les ~ étanl étendues aux divers couples de genes considérés, 
:-ooit 2 daos notre CU!i. 

~ous mettons ainsi en évidence, dans In variance el la 
<'Orrélation, les termes qui lraduisent le:;; t>lfi'Ls parliels indé­
pendants des genes. reux qui traduisent l'efiel de domi­
nance. et celui qui ll·acluil ce l'f>pistacy n. '\ou:;; aurions pu 
isoler d'emblée le prernicr groupe de terme:;;, en ajustant aux 
efTets globaux a11• a12, a 13• etc .. une somme de <'OnLribulions 
additives des divers genes: '2l+ 2L', 2L+s'+l', 2L+2s', ~>le . ; 

rnais l'avantage qu'i l y a a passer par l' inLermédiaire de 
~~onLribuLions i + i'. i + j' . i+lt", etc., des divcrs eouples de 
geneg, est que le ré:;;id u de non-additiviLé se 1 ro uve ainsi 
Mcomposé en 2 pal'ties. relle qui provient de la (lominance 
el f'st déja connue. et C'elle qui traduil « l ' épisLa('~ '' el que 
nous allons déterminer mainlenant. 

Forme symbolique de M (JI i l 1 ) 

Il nous sufl'ira pout· ecla de poursuivre if' ealcul 8ymbo­
lique du chapitt·e prrrédenl. Reportons-nou~ ú l'expres­
~ion (6a ) (p. 58) dans laque lle nous supposong que : 
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sont remplacés par : 

k, ¡, L' 

(Nous désignons maintenanl par des caracleres surlignés ces 
quantités, qui n'ont qu'une signification symbolique, pour les 
distinguer des eiTets ajustés k. j, i. etc., délerminés au début 
du présent chapiLt·e.) 

.~ous avons vu que dans cette expression le coefficient de 
k j 1 , représenle la probabilité pour que ff = le et H1 =j1 . Si 
nous considérons l'expression analogue relalive au couple de 
genes K. expression que nous écrivons immédialement. en 
accentuanl simplement toutes les lettres de (6a), et que nous 
~é~ignons par (6'a). le coefficient dans cette expression de 
j' i' 1 par exemple représenle de meme la probahilité pour que 
K=j' etJ{1 = i' 1. Done, par suite de l'indépendancc des divers 
couples, la probabilité pour qu'on ait a la fois fT =k, K =i', 
H1 =j1 , K 1 - i'1 (c'est-a-dire qu'on ait A=a32 et A1= a21) e~L 

le _P.!:O~uit des 2 précédentes. c'est-a-dire le coefficient de 
kit j' i' 1 dans le développemenl du produiL de (6a) par (6'a ) ; 
si on multiplie ce coefficienl par a32a21, on obtient un des 
termes qui constituent M(AA 1). 

Nous voyons maintenant commcnt délermine1· M(AA1), et 
par suite l'expression (4' ) (donl d'ailleurs nous est inconnu 
seulement le dernier terme M (EE1)) : nous formerons le p1·o­
duil de (6a) par (6'a), el nous y remplacerons : 

l 
t2t'2 ! t' et l2 l'2 -:- " par a u 1 1 =~ t_l 

l 2s'l'=ij' et l 2 ' l' . ., par a12 
(5) 

¡S 1 1 =LJ:.f~ 

l 2s'2 =Í k' et t21s'12 • J J par a13 =~~1 
stl'2 =i i' et s1l1l' 12 =it i'¡ par a21 

Calcul de M(AA1 ) et M(EE1) 

Ecrivons done ce produiL, en y supprimanl les índices 1. 
puisque les remplacements a ciTectuer sont les memes sur les 
lettres sans índice et sur les lettres avec índice 1 : 



pi +qs) 2(p'l' + q's' )2 )2+(r - p) l pq[ (pl + qs ) (s- l) (p'l' + q's' )2]2 

j- p'q' [( p'i' +q's')(s' - l')(pl+qs)2 J2 1 
+ r: l p2r¡2[ (s- [)2(p'l' +q's')2]2+p'2q'2((s'-l')2(pl+qs)2]2 ¡ 

(7) +(r+;; )2pqp'q' [( pl+qs)(s - l )(p'l' + q's' )(s'-l') ]2 

-r {r -:-? )t•ppqp 'q' 1 pq[ r s-1)2(s' l' )(p' l' + q' s') )2 
+ p'q'[ts'-1' )2 s-l)(pl+qs)]2 ! 

+ r2p2p2r¡2p' llq'2(ts-t)2(s' - l' )2 J2 

étant cnLcndu alors que le carré de chaquc crochet ne peul. 
etre eiTerl ué qu' unc fois fail.s , dans le t·ontenu ele re crorht>l, 
les remplaC'ement::> \~> 1 • 

En faisanL ces remplaet•menls dans le prcmier· nochet, il 
tlevíent .\[(A), quantiLé que nous suppo:;ons nulle. Alort­
l'expression de M (AA 1) s'annule bien quand t'=p=O, c'esl­
a-díre quand A et 111 sont indépendants. 

Les ter·rnrs suivants, en (t·+p) et en ''F• s'expl'iment unique­
ment á parLir des conlribuLion~ additives i, j. k, i', j', k ', 
fournies par (2'') . 

11 résult.e en effet des équaLions t2'' ) qu'on peut, au lieu de 
remplacer par les a, remplacer l 2(p'l + q's' )2 par i, st(p't+q's')2 

par j, eLe., ee qui donne : 

(t·+:): pq[-pi +(P-1)i + qk)2 + ¡J'q'[-p'i'+ ... )2: 
+ rp : p2q2(k-2j+ i)2+p '2q'2(k' + ... )2: 

On reconnatt la l'expre:;sion {6b) du rhapitre précédenL, 
qui représente M (I-IH1 ) . eL l'expression analogue pour 
M(KK1 ). Nous avons done la l'expression des 2 premiers 
termes de (4' ). L'expression du dernier Lerme de (4' ), M(EE1 ), 

qui foLLrnil la corrélalion rhercltée enlt•e les résidus « d'epis­
lacy >>, esl donnée alors par les 3 derniers termes de (7). Par 
suite ces terme:; ne doivenL dépendre que tles valeurs que 
peuvent prendre ces résidus, soit e11 = a11- i- i ', e12=a12-i-j' 
etc., eL non des valeurs i, j, ... des conLributions additives. 
Cela nous permet de simplifier l'expressíon de ces termes, en 
supposanL que les a se réduisent aux e, c'esl-a-dire que les 
contribuLions additives sonl nulles : i=j=k= i' = i'=k'=O; 
c'est-a-dire encore, d 'aprés (2"}, en supposant nulles les 
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() quanLilés telles que p'2a11 + 2p'q'a12 + q'2a 13 ; ccci t'C\ icnt 
é\·idemment a supposer, dans notre calcul s~·mbolique , que : 

(8) 
1 p':_j' +:lp~q' j' -t_q'2 k' = 0 
! p2 i + 2pq j + q2 k=O 

Uonc, so us cetLe nouvellc hypothesc, la formule (7) doit se 
l'éduirc ([[ et ]( étant alors certainement nuls) aux seu ls 
lel'lncs traduisent l'epistacy, c'est-a-dire aux Lrois derniers 
(cela se vérifie immédia_tem~t) . Et la forme de c·eux-ci se 
simpli fie en y éliminanl j et j' par les I'elations (8). Les grou­
pements qui y figurent deviennenL alors : 

(pl+qs)(s-.D=(g_2k-p2 i ) f2pq 
(s-l)2=(p i + q k) fpq 

ct de meme pour les quanLités accentuées. 
La formule (7) se réduit done alors a : 

(9) 

M (EE1) = ((r + p)2/ 1opqp'q' }l(q2 k-p2 i )(q'2f.:'-p'2 i' ) )2 
+( r + p}t•p : ( l/4pq) [(q2 k- p2 i )(p' i' + q' k' ) )2 

+( l /4p'q' )[(q'2 k'- p'2 f )(p i-t-q k) ]2 1 
+ ( r2p2f pqp'q' )[(p i+q k)(p' i-; + q' k') ) 2 

éLant e ntendu que les a sont supposés réduits aux e, c 'esl­
a-clire qu' une fois elfeclués les produils _g_ui (i gure':.L_ dans 
chaque crochet, on y remplace mainlenant i i ' par eu, i k' par 
e 13, k i' par e 31 el k k' par e 33• 

L'efiet de l'epistacy est alors exprimé en fonrtion des 
4 résidus e11, e31 , e13, e33, qui, comme nous l'avons signalé 
p. 63, sont les 4 parametres arbitraires qui caractérisent 
l 'epistacy. 

Applications : 

Nous obtenons alors facilemcnt les corrélations pour les 
types simples de parenté. 

La corrélalion pere-fils s 'obtient en faisant r= 1 et p = Ü 
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(puisqu'un de leurs 2 gimes leur esL commun, les autres étant 
indépendants). (9) se réduiL alor·s a son premier lerme, et on 
oblienl le résullaL donné p<'r E<'isher (Ed. p. ·l09) : 

l lO) JI( E E¡) =( 1/ l6pqp' q' )[p2p '2en-p2q'2eta-q2p'2eal +q2q'2ess]2 

On voiL que. conti·airemcnl á ce qui se passe daos ce cas 
pour l€' résidu de dominance, la corrélaLion entre E et E1 

n'est pas nulle. 
Pour la corrélalion anceslrale, on a, r =( l /2)n-l, p=Ü, el 

par suiLc M(EE1 ) esl la fradion (1/'2)211- 2 de la forme (10). 
J1(EE 1 ) clécroit done plus l'apidement, quand n augmente, 

que Jf(II/J1)+J.J(J(J(1) qui décroit comme ' 1 /2)", d'apres 
p. 51). La relation entre les corrélations ancestrales succes­
sives perd done sa simplicité. 

Pour la corrélation entre oncle el neueu, mire cousins gel'­
mains, enll't> (:ou.sins qu.elocnques, on trouve encore la fractiou 
1 /4, ou 1 j lü, ou (1 (l) 2<n+Pl, de la forme ( 10). L>'une fa~on 
générale, en désignanL cetle (o¡·me par F, on a pour la corré­
lation entre individus apparenlés par l'intermédiaire d'un de 
leurs parents seulement (p=O) : 

~ous voyons done que la corrélation entre oncle et neveu 
est encore identique a la con·élation grand-parentale (r= 1 /2) 
et que la corrélation entre cousins est identique a la corré­
lation ancestrale comportant le meme nombre d'échelons. 

Cas d'ind.ividus apparentés par leurs 2 parents 

Pour avoir· la corrélalion M(EE1 ) entre des individus 
apparentés a la [ois par leui'$ '2 parents, il est commode de 
revenir a la forme (6a), que nous pouvons écrire en laissanl 
de cóLé son premi_er_ te!:_me qui n'inlervient paR oans M(EE1), 

et en éliminanL j, j', j11 j'1 , a l'aide de (8) : 

(pq /4 ) 1 k k1[(t•+p)q2 /p2 +1rpq fp] +ii1 [(r+ p)p2 jq2 +4rpp /q] 
(11 ) +(7k1 +ki1)(4rp-r-p): 
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expt·ession qu'on tloiL alors multiplier par la fot·me analogue 
accentuée, pour faire ensuite les retnplacemenLs indiqués 
plus hauL On obtient ainsi M (EE1) . 

Dans le cas de la corrélalion enlre freres, cela nous donnc, 
puisque r = p=l /2, et en supprimant l'indice l, inutile icí 

:;~1'¡,;..:, =( l fl6pqp' q') (q3 k2+ p3 i2) (q'3 j12+ p'3 i'2) 

ce qui foumit, en faisanL les remplacements, l'expression 
donnée par Fisher : 

M~(EEl) =( 1 fl6pqp'q' )(p3p'Se\1 + p3q'3e213 + q3p'3e2sl +qsq•3e2as) 

CeLLe méLhode fourniL une cxpression commode pour la 
uariance due a l' epislacy, M(E2 ). ll sufn L pour cela de sup­
poser que E 1 cort·espond au meme individu que E, c'est-t\-dire 
que r=p=l. 

L'expression (11 ) devienL alors : 
- --

(pq /4)[21.: k¡(q fp2 )(q+2p) + 2i i¡(J> fr¡2)(p +2q) + 2(i k¡ +k il)] 

et, en mulLiplianL par l'cxpression analogue accenLuée eL 
faisanL les remplacemenLs, on Lt·ouvc l'expression de la 
val'iance en fonction des 4 pat·ametres arbitraires ellt e13, 

e31, e33 ; c'est l'expression qui a élé donnée par Fisher (Ed., 
p. 409). 

Pour les doubles cousins (r=p= l /4), la forme ( Ll ) devient: 

(pq J4)[(l/k1 /4) (2q+ p )q fp2+ (i "i¡ f4)(2p + q)p Jq2-(i k1 +k['¡) /4] 

ce qui donne pour M(EE1) une expression tres analogue a 
celle de la variance. 

Nous voyons done que, dans la corrélation entre appa­
renLés, le Let·me conespondant a l'espitacy a des expre:;sions 
tres diverses suivant le Lype de parenLé envisagé. Il a été 
calculé pour les Lypes les plus simples par Fisher, toujours 
par la méthode de la table d'association entre phases. ~lais 
la méthode générale que nous avons employée fournit son 
expression pout· n'importe quel lype de parenté. Et surtout 
elle s'étend, sans difficulLé autre que la longueur des for­
mules, au cas ou l'on considere plus de 2 couples de genes. 
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Généralisation : cas de 3 couples 

Considérons maintenant 3 couples par exemple, d'efiets 
partiels JI, K, L, eL d'e!teL global G. S'il n'y a pas additivité 
des efiets partiels on a G =H +K +L+E, le résidu E prenanL 
des valeurs e111 =a111-i-i'- i'', e112=a112-i-i'-j", etc. 

Nous a vons vu que l'aj ustemenL de E par ( C) enlraine la 
relation ( 4) : 

et. nous oblenons l'expression de ces dill'érents termes Loujoun; 
par le meme calcul symbolique. L1 sufliL de partir de la 
forme (6a) relative au couple H, que nous écrivons pour 
simplifier 

(6a) 

et de la multiplier par les formes analogues relaLives aux 
2 auLres couples, que _n~us_obLenons en récrivant la précé­
dente avec des p, q, i, j, k, accentués, ce que nous repré­
sentons par : 

x' +~' (r+p)+y' r¡; 
z" +~"(r+ ¡;) +1" r¡; 

Le raisonnemenl faiL pour 2 couples (p. 68) se générali¡;c 
immédiatement : on obtient .Y.l( GG_J2__ en ef1'e~L~an!:_le produit 
de ces 3 formes et en y remplagant i i' i" ( et i 1 i't i" 1 ) par am, 
i i' ¡" par a112, etc. ::;¡ nous représenLons entre crochets les 
résultats de ces produits symboliques nous avons 

.Y.l( G G1 ) = [a :.e· :x"] +( r+p )~[ az' /'] + rp~[ :x:x'·r") 
+ ( r+p ) 2~ [a~·~" J + ( r+ p ) rp~[ :x~ 'y"]+ ,.2p2~ [ :~.-;'/' J 

( 12) + ( r+ p ) 3[~~~~" J + (r+ ¡; )2rpS [y~ '3"] 
+ ( r+? )r2p2~ ( ·;·;'~"] +rsps[ n' ·;"] 

les ~ étant étendues a tous les termes qui se déduiscnt par 
permutation des accents .. 
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Interprétation des différents termes 

Comme page 69, on voit que le premier terme : 

[~~·o:" ]= [(pi + qs )2(p' t' +q' s' )2(p "l" +q" s" )2 ]t 

représente le carré de M( G}, quantité que nous supposons 
toujours nulle. 

De meme les 2 1-er·mes suivant-s ne font intervenir que les 
contributions additives des différents couples. En effet ces 
contributions sont définies par les équations (2"b) qui 
donnent par exemple : 

i" =symboliquement l" 2(pl + qs )2(p'l' +q's')2 
j" =s"t"(pt+qs) 2(p'l' +q's')2 , ele. 

d'ou les coefficients rle (r+p), par exemple 

[ ~:/~"] = p" q" [( pi + qs )2(p'l' +q' s'} 2(p" L" +q" s")(s" - t" ) )2 
=p"q" [ - p" i" +(p"-q") j" +q" k" ]2=M(L2) /2 

On a de meme pour les coefficienl-s de rp, la forme : 

[ o:z'y"] = p"2q"Z [( pl +qs )2(p' l' + q' s')2(s" -L")2 )2 
= p"2q" 2(k" -2j" + i")2 = J\1( d"2) 

Les premiers termes de (12) s'écrivent done : 

Nous voyons done que les termes restants, ceux du 
degré ;;p 2 en (r+p) et en l'p , représentent M (EE1). 

Indications générales et conclusion 

Dans le cas de non-additivité entre un nombre quelconque 11 

de couples de genes, on voit immédiatement comment se 
généralise l'équation (12). On fait- le .JJroJuiL symlwlique de 11 

formes analogues a (6a), et le 2e memhre rle (12) eRt. alors un 
polynóme de degré 11 en (r+p) et rp. 
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L 'cxprcssion des rort·i:lalion~ usuelles se ro m pi iq u e Jon<· 
quand n croit. La corrdalion ancestrale par cxemple (¡;=O) 
dépend de toules le-; pui:-;::;anr•es Je r jusqu'ú la nme. ~Iais il 
est intéressanl de souligncr <¡ue la corrélalion cnlt·e ·2 indi­
vidus ne dépeml. qul'l que soil leur mode de parcnlé, que 
de ,. t'L ele ¡;. 

11 en résulle que les c·o<'ITirienls de corrélal.ion entre onc]P 
el neveu et enlre ~rand-pi-t'l' el petil-fils doiYcnL loujours 
etre les m emes ( dans les ·2 <"a:-> on a r = 1 ¡"2, ¡; O ; plus géné­
ralement. la corrélation <'si la m eme avec un anr<1l re quel­
conque qu'entre des I"OUsin:-. du meme ordre (r=(1(2_n-l, 
¡;=0). 

Nous voyons que l '(~gulilé respeclíve de-. <·onl>lalions en 
ligne dírecte et en ligne <·ollalérale, que nou-; nvions cléja 
signalée, subsiste enc·ore rlans le cas de l'episln<·y la plus 
générale. 

Elle est cara.clér'istique du « random maling » el disparail 
dans le cas de l'homogamie. 





CHAPITRE V 

LES CORRÉLATIONS USU~LLES 
DANS LE CAS DR L'HOMOGAMIE 

Examinons maintenant commenL l'hypothese homoga­
mique de Fisher modifie les corrélations obtenues dans le 
cas du << random mating ll. Les méthodes de calcul deviennent 
alors bien moins simples, du fait de la liaison que l'homo­
gamie introduit entre tous les couples de gimes. Pour obtenir 
des formules a peu de parametres, utilisables pratiquement, 
il nous faudra faire di verses a pproximations. 

Approximations introduites 

Nous supposerons que l'homogamie est faible, c'est-a-dire 
que le coefficienl de choix l. esl pelil, de sorle que nous puissions 
négliger son carré. Cela revient a supposer que la fréquence 
d'accouplement 111112(1 +i,x1x2 } de 2 individus de valeurs x1 

et x2 est voisine du produit 111 112 des fréquences de chacun 
meme si x1 et x2 ne sont pas petits. Nous admettons done que 
des écarts notables du caractere chez les 2 conjoints ne modi­
fient que peu la probabilité de leur accouplement ; ainsi est 
précisée la portée pratique de notre hypothese. 

(Nous utiliserons en outre l'hypothesc déja faite p. 17, 
d'aprés laquelle le nombre n de couples de genes est tres 
grand, la contribution de chacun d'eux étant petite par rap­
port a l'ordre de grandeur de leur somme ; avec plus de pré­
cision, nous supposerons i. jn négligeable. ) 

Déterminons alors des valeurs approchées des fréquences 
(14}, (15), (16), du chapitre I; leur partie principale est 
évidente : 

(111)=pp'p"+O(i,), (lll)=p2p' 2p"2 +0(A), etc. 
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Mais nous voyons que dans le coefficienL de i. figurenL des 
quanLiLés telles que X100, X110, X11t, et<". 11 [aut alors dHer­
mincr la partie principale rlc ce~ dernicres. Xous avons : 

(100)x10:~ =(lOO)i+((200) ¡2)j;-(1 10)i' +(120)j' + 
(130)/c' +(10l )i" + (102)j" + (103)k" + ··· 

en posanL pnr exemplr: (1 10)=( 110)+(210)/2 

La parLie principale de (100)x 100 e:;L done fournie par les 
2 premiers tenne!':, Pi + Qj, car d'apres le" <"Ondition~ (17), 
les auLrcs ne sonl. que de l'orrlrc de/, : 

Xtoo=(Pi+Qj) fp+ O(i. ) 
de meme Xoto=(P'i' + Q'j') fp' + U i . 
et (110)x u 0 = ( 110)i t ((210)/2) j ! (110)i' t-((120)/2){ +(111 )i" ~ 

(112)j" +(113)1.-" t- .. . = p'(Pi + Qj) + p( f>' i' + Q' j' ) + O(i.) 

On voit done que , en posanL comme p. ·¿n: 

(avec les relations pT + qS= U, etc. ), on a 

Xao= T+T' + O{j.) et aussi Xt3o = T -t s· +O(i. ). ele. 

de m~me on aurait : x111 = T + T'+T"+O(i., etc., 

et nons avons a lors : 

(14') (110)=pp'(l + i.TT' } 
(15') (111) =pp' p"[l + i.(TT' ;-TT" + T'T" )] + 0(1.2 ), etc. 
et 

l (11) = p 2p'2[l t-i.(T + T' )2+2i,TT' J +O(i,2) 

( 16')J (12) = 2p2p'q'[1 +i.(T + T' )(T +S')+i. TT' +i.TS'] +O(i.2) 

~ (22)=4pqp'q' [ l + i.(T + T' )(S+S' )+i.TT' + i.SS' ] +O(i.2) 

eL<'. 
Remarquons que ces équations nous fournissent les valcurs 

approchées adopLées par Fi shcr pour ses coefficienLs f. 
En effeL : 

(11 ) =PP'(l +fu)=p2p'2( l + fu ;-i, T2 ;-i.T' 2 ) +Ul/.2 } 

d'ou f 11 = 1i,TT' léquation XXI de Fisher) 
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de meme : 

( 12) = 2PQ'( l +f12) =2p2p'q' ( l +f12+i. T2+i.T'S' ) +O(i.2 ) 

d'otl / 12-(7' +T')S' +2TT' +0(i.2) 

etc. 
Nous avons rlonc mainlcnanl les expressions, quand i. 2 esl 

négligeable, des probabilités el des coellkients d'associalion. 

Role de la dominan ce ¡ 
a justem ent p ar m oindres carrés 

Consitlérons la contribution 11 d ' un couple de genes t '-a­
le urs i, j, k, avec probabililés P, ZQ, /?). Comme au cha­
pitre 1 II, nous tlécomposcrons 11 en 2 parlies, !'une H prenant 
les valeurs i =2l. j =l +s. k ="2s el correspondanL aux conlri­
huLion:-; u<.lditives des ;2 genes (H=c'H~+;Je' ), l'aulrc d éLanL un 
résidu qui lraduil l'e!Tet. de la dominance. :'-rous clélerminerons 
encorc I'C résid u par urw condil ion de moindres carrés. ~Iais. 
cette fois, les <lifférenls couples de genes fl, K , etc., n'élant 
plus indépendants. il csL naturcl de ne pas ajusler séparé­
ment H a JI. K a K , ele. Nous poserons encore 

x=~ll =~H+~d=z+D 

el nous déterminerons 1, s. l' , s', etc .. de fa~on que 

M(D2) soil minimwn ( condition 1') 

Or .U (D2)=(1ll ... )( i + i' + .. - 21-21' .. )2+ 

+ eLe. 

(2ll... )(j + i' 1 .. - l-s-2l'- .. )z+ 
(311 ... )(k+i' + .. -2s-2l' ... )2+ 
(12l..)(i+i' + .. -2/ l'-s' .. )2+ 
(22l.. h j -1-j' .. -l-s-1'-s' .. )2+ 
(32l.. )(k+j' + .. -2s- l'-s' ... )2 

En annulanl les dérivées partíelles. on oblienl. relative­
ment a chaque couplc de genes, ·2 équations. On a p~r 

exempl~. par rapport a s f'l l : 

,J 
(1) ,J[ l M (D2

)] = 2( 111.. )(.r111- : m )+ (·.211 )(x211- z211 ) + 
2(121 )(x121-z121 ) + (22 1 )(x221-z221) + .. = Ü 
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------------ ---
en désignant par Xtmn ct Ztmn. pour abréger, les valeurs de 
.e et z pour l'association corrcspondanle de couples. 

On voit que cela peut cncore s'écrire, avcc les no lat.ions de 
p. 26 ct 27 : 

2( 100)(x100-z100} +(200){x200-z200) = 2(100)(x 100- Ztoo) =0 

ou encore p(T-T ) (Pl+Q.J )-(PI -t QJ )=O 
) 

el de meme a partir d<> ~ [,U (0 2)] : 
(IS 

q(S- S )=(QJ + RK)-(QJ +HK)=O 

les quantités soulignées élanl. <·elle"' qui ('orrespondent a H , 
par exemple : 

l2) l= i+~'P' ( l -+-/11 }i ' + '2Q'( l +/12}j ' .J.. R' (l +/13}k ', r.tc. 

Les équations qui déJinissenl notre ajusLemenl sont done : 

P 1 +QJ =PI 1 QJ 
QJ t- RK -=QJ +liK 

(3) P'I'+Q'J' = P'I'+Q' J ' 
Q'J' + R'K' = Q'J' + R'K' 
etc. 

Ces équations nc sont pas indépendantes, car en les ajou­
Lant 2 a 2 on trOu\'e chaque fois la mrme équation : 

P I +2QJ + RK= Pl+2QJ+RK= 0 (équntion (19), chap. J) 

(cela pcut aussi s'écrirc, d'apres ('Z' : 

(4) ~Pi+2Qj + Rk=O r'est-a-dire ~pi+qk=O) 

Résolution approchée du systeme (3) 

~ous allons résoudre c:e sysleme quand i. csl. petit. (On 
peut montrer que, si i. n'est pas supposé peLit, la soluLion 
peut cornporter une ce t·Laine indéterminaLion. ) 

Pour cela , au lieu de déterminer dircclement i , j, k , t=>lC'., 
nous inLroduirons les résidus de dominance 

¡J.=i-i (J=j-j () = k-k , etc. 
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A partir de ces quantités, on a : 

P(/-I)=P:J. +~'( l l )~L' +(12)u' +(13)0' 
'2-Q(J-J ) =2Q:> +~'(21 ):J.' +(22):/ +(23)0' , ~>le. 

• 

La premicrc équation (3) devienL alors : 

P;J. + Q:> +~'(11 ):J.' +(12)/ t-(13)0' = 0 
q ue nous érrivons : (3') Pp. + Qu=- u 
On a: (1 1)=(11)+(21 )/2=pp'2(1+21.TT' + I.T'2)+0().z) 
rl'apres 16') 

(1 2)=( 12) +(22) /2 2pp'q'( 1 +i.S'(T -¡- T' ) + i. TT' ¡ + O(i.2) 

(13) =( 13) + ('23) /2= pq'2( 1 +2i.TS'Z t i.S'2) + O(i. 2) 

ce qui nous permet, en tenant compte de c·e que. d 'apres (4), 
~P:J.+2Qu+RO=Ü, et de ce que q'S' = p'T ' . d 'évaluer ..\ 

6. =2i.pT~' p'T' [( p';J.' +q'u')-(p':/ + q'll' )] + O(i.2) 

La ·2e équation (;3) s'écrit de meme : 

(:3") Qu+RfJ=-6. 3 avec ..\3 = ..\ + Q(i.2) 

~ous n'avons plus qu'a chercher l'ordr·e de grandeur de ..\. 
Pour cela , remarquons que (3') ~>l (3") s'écrivent, d 'apres l~s 
équations (16' ) du rhapilre I : 

\ p¡¡.-+-q:.~+i.pT2(:J.-:.~)=-..\ /p 
1 ¡>:.~ -¡-qr¡ +i.pTS(u-fJ) = ..\ q + 0(i.2 

cl'oi.J, par soustraction : 

{J (;,,-·J)+q(:.~-0) h. pT2(1J.-u)+qS2(u-())) + ..\ f¡>q = O(i. 2) 

On voil done que la quantité p(;J.-u) + q(u-fJ) que nous 
désignerons d01·énauanl pal' ? esl de l'ot·dre de i ., et par· 
suite que : 

..\ -=·li.pT~' p'T' p' _¡_Q(). 2) 

esL de l'ordre de i.2, ct. par suit.e négligeable. 
On a cl one : 

~ (3' ) Pp. + Qu = Pi + QJ-(P i + Qj)=O(i.2 

l (3") Q:,¡ + Ra = Qi+ RI.:-(Qj + Rk )=O(i.2 ) 
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ce qui donne en ajoutant puis retranchant : 

(4) 
\ P i +2Qj + Rk = Pi+ 2Qj + Rk + 0(),2)=0(/,z) 
) P i-Rk = Pi-Rk+ O(i,2) 

la pt·emiere de ces 2 équations donne : pi = -qk (au terme 
en ;,2 pres) d'ou In solution du systeme (3) : 

(5) i = q(Pi- Rk) f( pR+qP) k=-p(Pi- Rk) f( pR + qP) 

a l'ordre de i,2 pres, eL de memc pour les autres couples. 

Un autre a justem ent équivalent; 
analyse de la variance de chaque couple 

Au lieu de faire un ajusLement global en considérant 
!'ensemble des couples de genes, nous pouvons aussi consi­
dérer chacun d'eux séparémenL, par exemple ajuster H a H 
indépP.ncl~mmenL de sa liaison avec les autres couples. Alors. 
au lieu de la condition l'(M (D 2) mínimum) nous imposons 
a chaque couple la condition : 

(C) M(d2)=P(i-i )2 + 2Q{j- j)2+R(k- k )2 mínimum 

ce qui donne, en dérivant par rapport a s et 1 : 

(4' ) ~ Pi +Qi =Pi+Qj 
t Qj+Rk =Qi+Rk 

On obtient done, a l'ordre de i,2 pres. les memes équations 
que dans le cas de l'ajustement r. La solution de (4') est 
fournie rigoureusement par les équations (5). Les 2 ajuste­
menLs sont done équivalents daos l'hypoLhcse que ),2 est 
négligeable. 11 nous sera avanLageux d'employer l'un ou 
l'autre , suivant les propriétés a mettre en évidence. 

Par exemple nous pouvons interpréter , comme au cha­
pitrc II, l'ajus~ement C, en disant que M(d) = O quand :re 
(ou ;le' ) est flxé 3 1~ valeur s, ou t. On en déduit : 

et 
i\J(H d) =.VI(élt.d) +M(Je'd) =0 

M(H2) = .. V.f(H +d)2 = .iW(H 2) + ;V.f( d2) 
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La variance de chaque couple se décompose tlone en 2. 
Exprimons ces difTérentes variances : 

M ( Il2 ) = P i 2 + 2Q j 2 + R k2 

;:.2 =.U(H2)-Pi z + 2Qj2 + J-?k 2- ( P + Q /2) i2 + Qik + (R +Q /2)k 2 

=LP+Q 2)q2-pqQ+(R t-Q 2)p2 ](Pi- R/,·)2 /( pR + qP)2 

Pour simplirier cette expression. remarquons <[ue, d'aprc!'i 
le chapitre r [équation (16')] 

P=p2+ :~. ?.Q =Zpq-·2:~. H =q2+~ ave(' :~.=i.p21'2 

On a alors pR--t-qP=pq ..J..~ . rl la relalion de\ ienl 

.U(H 2)=(Pi- Rk)2 j2(pq,.-~) 

Quant a rl , ses valeurs :J. - i - i , IJ = k- k , sont d'apres (5) : 

:1.=R(pi + qk) j( pq+:x) II=P(pi+qk) /(pq+:~.) 

cl 'ou, d'apres {4) : 

done: 

:.=j-j =--{P;J.+ Ro) /2Q - PR pi · r¡/. 1 /Q\pq-.-:~. ) 

<2 = M(d2)=P:J.2 + 2Qu2 +R02 

PQH(QR+PQ +'2PR)(pi+qk)2fQ2(pq t .x)2-= 
PR(pi + qk)2 /Q(pq+z) 

On Yérifie ai¡;ément que cela peut s'écrire a insi 

.U (d2 )=PQR(i-'2 j + k )2 /( pr¡ +:x) 

Analyse de la variance totale 

Revenons maintenanL a l'ajuslement 1', el. inlerprétons la 
I'Ondition (1). Elle signifie que. quand H est fixé a la valeur t . 
. \1(0 )=0. L'cm;cmble des équations (3) peut done se traduire 
en disant que D a une oaleur moyenne nulle chaquP fois r¡u' on 
(ixe La ualew· d'un des lames de la somrne z = ll ..¡ fl ' rK +K' -j- .. 

C:omme préeédemment on <'n cléduit : 

.\IJ.(zD )=Jl(liD ) r Jl(H'D )+ ... ~o 

done H (.r2)=Jf(z t-D)2=.H,z11)+ .\l ,D') 
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On retrouve done encorc la décomposition de la variance 
globale en varianee génétique eL variance résiduelle. 

11 est intéressant de remarquer que ceLLe décornposition 
subsisterait encore s'il y avaiL un degré quelconque d'epis­
tacy, car alors la condition (1) ne serait pas modifiée, quoique 
Xtmn ne soit plus a lors la somme des contribuLions des couples . 

Naturellement, du fait de la liaison entre les diiTérents 
couples introduite par l'homogamie, M (z2) n'est plus égal a 
~M(H2} ni M (D2) a ~M(d2) ; un premier probleme esl done 
de calculer ces variances. 

Calcul des variances 

On a : M (x2 )=M(Hx )+M(Kx) + ... = :BPil + 2QjJ +Rkl( 
puisque par définilion x=l quandll =i, x = J quand JI = i, etc. 
de meme M (z2)=M (Hz)+M (Kz)+ ... =~Pii+2QjJ + RkK, 
ce qui s'écrit encore, puisq11P 2j = i + k . et d'apres (3) : 

M(z2)=~Pil +2QjJ + Rk K 

relation d'ailleurs immédiate en remarquant que, puisque 
M (zD)=O : 

JJ(z2) = M(zx) = M (Hz) + M (Kx) + ... 

De rneme : 

M(D2 ) =M(Dx) =~M(dx) = 'ZPp.l +2QuJ + ROl( 

Calculons en prenlier lieu V = M (z2), car cela peuL se 
faírc sans approximation. Rempla~ons 2j par i + k . 

M(z2)=~v 

en posant v = i (P I + QJ )+k (QJ + Rk )=pTi + qSk = pT(i- k ) 
Or, d'apres (2) : 

P I + QJ = P i + Qj + ~'(11 )i ' + (13)k ' 

ou enco1·e , d'aprcs l'équabon (21) du chapitre I : 

PI + QJ =Pi + Qj +p~'(p'i' +q'k')+i.pT~'(p'T' i ' 1 q'S'k ') 
= JJi + Qj-(p 2i + pqk )-i,p2T2(i- k )+i,p'IT.p'T'(i'-k ') 
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en Lenant compte de ( !), rempla~anL q'S' pur -p'T', el intro­
duisant la somme ~ éLendue a Lous les couples de genes 
y <'Ompris JI. 

Nous avons done : 

v = .\1(H 2)-{pi + qk )2-i,v2 -l-i,v~v 

d'ot'l V =~M(H2)-~(pi+qk)2-i.~v2+i.V2 

Remarquons mainLenanL que nous pouvons négliger le 
:¿e et le ae terme, car d'apres ( l) pi + qk est de l'ordre de i,2 ; 

et v esL de l'ordre ele V j n, et par :;uite ~v2 de l'ordre de V2 fn. 
Done: 

(ó) J1(z2) = V =~A,l(H2) + i.V2 +0(i,4 ) + O(i, f n) 

L'effet de l'homogamie est done d'augmenter la somme des 
variances génétiques partielles de la quanLité i,V2, sensible­
ment. 

Calculons maintenant V = M (x2) . 

M(x2) =~v en posanL v= Pil + 2QjJ +Rkl( 

ÜI' on peut éliminer J par ·2QJ=-Pl- RK, et on a , en 
combinant les équations (18) eL (1) du chapitre I : 

1 = i+'f-'P'(i'-j')/11- R'(j'- k')/ 13 

J( =k+~'P'( i'-j')/s1-R'(j'-k' )fss 

D'ou en rempla~anL, a l'ordre de ),2 pres, fu pa1· fJ.T T', 
f 18 par 4),TS' , etc. , et en remarquant que P' = p' 2+0(:A), 
R' = q'2 + 0(),) : 

. 1 =i+4i,T~ 'p ' T'[p'( i'-j') +q'(j'-k')] + 0()..2) 
(o) ~ J( =k+·D,S~'p'T'[p' ( i'-j') +q'(j'- k' )] + 0()..2) 

Or pT[p(i-i)+q(i- k)] =pT[p(i- j )+q(j- k )] + PTF 
= pT(i- k ) /2+0(i,) d 'aprcs p. 81 
= V /2+0(i,) 

done la quantité :E ' qui figure dans I et K peut s'écrire 

(V- v) /2+0(A) 
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d . nous pouvons a lors exprimer : 

v= P I (i-j )-RK(j-k) 
= Pi(i j) - Rk(j- k)+41.[PT (i j) - RS(j - k)](V v )/2+0().)2 

= .1f(H2)+/..vV- i.v 2+0(J,2) 
D'ou: 

M(x2)= V =}:.u = 'i.M(H2 ) +A.V2-).~v2+0( t, 2 ) 

=~M(H2)+i,V2 +0().2) +0(), /n ) 

La variance t oLale globale esL done augmentée de la mrme 
quanLité 'AV2 que la variance génétique globale. 

Calculons alors M (D2). 

(8) .\1(D 2 ) = M (x2)-M (z2) =~M(H2)-~M(H2) + 0(1,2) 
=~.Vl(d2) + 0().2) 

La varianee résiduelle totale esL done la somme des ,·a­
riances résiduelles partielles (a 1 'ordre de ).2 pres). 

Ce résultat peut naLurellemcuL se reLt·ouvet' directement. 
On a: 

M(D 2) = 'i:.P ! (¡;.-:¡ )-RK(:¡-4J) 
eL d'apres (6) : 

=~M(d2) + 41. [PT(:J.-:J )-RS(:;-&}] ~' ( .... ) + 0(1.2 ) 

or la quanLiLé entre eroehets est équivalente a plp, eL est 
done de l'ordre de /, . 

Ou, d'une autre fagon, a l'aide de (3' ) et (3") : 

M(D2)= }:.(-Qu )(I-2J +K)+0(/.2)=~(-u)(pl t-qK)+O(i.2) 

e'est-a-dire, d'apres (6) : 

M(D2 ) =~( - v )(pi + qk) +0(/,2) =~M( d2) 

Corrélations entre conjoints 

Ce!l rorrélations se dé!Jerminent aisément a l'aidc de la 
formule du choix. 

Nous désignerons toujours par des lettres surlignées 
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11 , x, ele. ) les aléatoires relativel; au ronjoint de l'individu 
considéré . 

. \l (HK) = PP'ii' (l + Hl' )+'2.PQ'ij' ( l +AIJ') + ... 
·>QP' .. , 1 . JI') . - Jl +'· t"· ·· 
).vv' 

!le mt'me .l1t1111)=i.t•2 , <i'oú : 

.W(xx)="S~M(HK)= i,("Sv)2 i. V 2 

Le coelficienl de rorrélalion entre x et x, que nous désignerons 
pat• m, l'Sl done : 

m M (xx) j V =i.V 

\C'est ce que Fisher désigne par :J. ). 
Nous pouvons d'ailleurs remarquer_guc la fo!:_mule du choix 

entratnc une régression /inéaire de H el de x par rapport 
á x, car on a : si x est fixé : 

el 
M(ll)=Pi(l +i,~x) +2Qj(~ +i,Jx)+Rk( l +i.Kx)=i.ux 

.\1(x)= ).;.M(H )=i. V x 

De meme .\'/(HK)=PP'ii'(l +i.IJ' )i- .... =i.vv' 
puisque 
done 

V=Pil +2QjJ +RkK - -
.\l(zz) =~~M(HK) =i.(:Ev )2 =i.v2 

el le coe{ficieni de cot·rélation entre z el z, que nous désignerons 
avec Fisher par A, est : 

.. 1 =M(ú) fV ,,v =e 2m 

c2 désignant toujours le rapporl V fV , M(z2 ) /.H (x2) . (C'est 
ce que Fisher désigne par G2.) 

A esl. inféricur a m, s'il y a dominance (cela lienL a ce 
qu'alors le choix des conjoints ne dépend que de leur « phé­
notype, .e, et rctentit plus faiblement sur leur « génotype » z.) 

On peut aussi chercher la corrélation enlre x et z : 
Quand :r esl fixé : 

.W'(H ) =Pi (l +i.l x)+2Qj(l +i.Jx) +Rk (l +I.Kx) =i.v:r 
et M(i)=~M(H)=i.Vx 
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La régression <le z en .1· esl done linéaire, el le coeflideut 
de corrélation esl : 

M(xz) ¡vvv =i,vVv 

Corrélation p ere-fils (en nc eonsi<.lérant chez le fih; 
que des conlributions généliques). 

~i nous supposons Iixées les constitutions généliques ~e 
2 conjoints, e'est-a-dirc !'ensemble des aléatoires H, JI, 
K, K, etc., le raisonnement fail au débul du chapitre 11 est 
encore valable el nous fournit pour les contribulions géné­
tiques chez un de leurs en[ants, les valeurs moyennes : 

J1{H 1 ) = H ¡2 + H /2 

(en aiTeclant de l'indice 1 les aléatoires relatives a l'eníanl). 

On a alors: M (xz1) =xz f2+xz f2 d'ou, pour des constitutions 
génétiques quelconques des parents : 

M (xz1)=M (xz j2) + M (xz /2) 

La corrélation entrfl :r. et z1 esl done immédiale, car on a 
la 2 termes égaux, l'un a .\1(z2) /2 d'apres p. 83, l'aulre 
a ;, vv d'apres ci-dessus : 

M(xz1)=V{l+'AV) /2=V(l + m) /2 

On a aussi : 

M(zz1}=M(z2 /2)+M{Ú /2)=V{l +i,V} /2= V(l + A) /2 

.\lais celte méthode simple n'est plus applicable si ou 
considere chez l'enfanl le caractcre « phénotypique » x 1, el 
non plus le caractere « génotypique » z1 • On a : 

et il faut étudier la corrélat.ion ne D 1 avec x, ce que nous 
allons faire maintenant. Nous montrerons qu'elle est négli­
geable. 
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Tables d'association des facteurs du pere et du fils 

On a 

11 faut done déLerminer les probabilités cl'a:;sociaLion entre 
couples df' genes du pero ct du fils ; nou8 les obLcnons gnke 
:'1 In fot·mule du choix. Par excmple ln probabililé [11 ] pour 
<fU<' 11 i, et K 1 = i' s'obLienL ainsi : 

Les 'aleurs i eL i' pour ll f'L K1 sonL obLenucs néressaire­
ment dans le cas oli: 11 i. K=i', K = i'; ~lles sont obtenues 
avcc la probabilité l 2 dans l1•,., cas ou li=i, [( j', f(=i'. 
eL oú Il = i, K = i', J( j' ; '"e e pro habilité 1 /·l dans le cas 
oll fl = i. ]( = j', f{ - j' ; et ce sont la les seuls e as oü elles 
soienl possibles; en r•xprimanl les probabilités de t·P.s cas par 
la formule du rhoix, on a : 

[ 11 ] =( 11 )* P' +(1 /2)( 1'2)* P' +(1/2)( 11 )* 2Q' t­
l( 1 /4)( 1'2)*2Q' =(11 )*p' 

,·eLLe ' t•elation, á rappro1·her <le celles du chapitre 1, p. 26, 
cxpr·ime que la probabilití• chcrchée est le produil symbo­
lique des pt·obabilité, des as:'ociations de genes de chaque 
conjoint qui fournissent le ré:;ultat cherché. 

On Lrouve de¡; expr<'ssions analogues pou1· les quanlités 
[12], [ 13], etc. Nous les Lransnivons dans la Lahle :'l 9 cases 
su ivante, ou chaquc c:use con l ient la probabilitó pom· que 
:.;oienL réalisées a la fois la tele de ligne eL la tete de colonne 
correspondantes : 

K¡= ., 
1 j' /.'' 

--
i {11 * p' (11)* q'+(13)* p' 13 * 1¡' 

- -

1 (21 )* tJ' (Z1)*q' +(23}*p' (23)*q' 

-
k (31 )* ¡>' (31 l*q· -H33)* p' 

1 
:~3)*q' 

1 
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ll nous faut également la table d'assoeiation entre I-1 et 111 

qui s'obtient tres simplement : La probabilité pour que 
H=i eL H1 = i est P *P+(l /2)P* 2Q = P * p . etc., ce qui 
foumiL : 

1-11 = L 1 k 

L P* p P*q o 

r . 
Q* p Q º *q 1 

k o R* p R* q 

Ces tables nous permettent naturc llement de retrouver les 
résultats du paragraphe précédent. On vérifte par exemple que 

M(xH1)=M(J-/H1)+~'1Vl ( KH1) est égal a v (l + i, V) /2 

Elles vonL nous servir en outre a étudier le résidu de 
dominance D1 = d1 + d\+ ... du flls. 

Ordre de grandeur de M (xD 1 ) 

La premiere table nous fournit : 

M (lid' 1)=[( 11 )i+(21 )j +(31 )k]* (p ':/ + q':,' ) + 
[( 13)i +(23)j +(:33)k]* (p':/ +q'l¡') 

En prenanL d'aborcl dans cetLc expression le produit ordi­
naire des Jacteurs, il s'écrit, en remarquant que la somme 
des 2 c:ro<·heLs esL M(H) = O : 

[(11 )i+(21 )j+(31 )k] X [p' (¡.¡.'- / )+q'(:,'-11')] =Ü(i, ) X F' =Ü(/,2) 

Ca\r.n l on~ m::~intfmant. a l'ordrfl df\ i,2 pres lfl tflrmf\ r.omplé­
mentail'e du produit symbolique. 11 s'obtient en mettant).. en 



facLeur dcvanL J'cxpression, 1·1 <'n y rcmpla\anL (11 ) par 
(11).r:11 Pp'(l + T' ) + O(i.}, etc., el p':J! par p'T':1.' . r¡':/ par 
q'S':/ --r'T'~·. l'll'. 11 ~·hrit tlone : 

Nous voyons douc l{UC J-J( //d'¡ )=Ü(i.2) r~t. nrgligeablr.. On 
peut dirr aussi que J1(Kd1) p,¡ négligeabiP. 

La ze table Jl011S fournit : 

.W(lld1) = (i>i+ Qi'* tr :J.-1 r¡~ \ +(Qj + HI,· ),..(p'J +qt¡J 

-=( Pi t-Qi)¡;+i.¡IT[(P li + f)./j )( ;t- J)+(QJj !-RKk)(:_¡ O)] 

Cakulons c·ela il ¡¡J. p1•e:;, en rempla~anl .~ pa•· sa pal'li~> priu­
cipale obLenue p. 81. I par i + O i . . P pa1· p2 ;-0 i . . T par 
pi+qj+O(i. ), ele. 

On Lt'O u ve : 

On u done: 

M.(xd1}= M (Hd1) +~' .1/(/\. dti =!Vl(llrl 1 l + O(i.2¡ 

Or nous avons \U que .\!(.1·H¡) = V "L +i.v~· ''!. Compai'OJh 
ces quantités : .\1 Ild1 est ele l'ordre dt> '''2• Si nou, .... up­
posons que v n'esL pas petiL par rapporL ú t•, r'est-ü-dirP qtH' 

les conLributions ajusLées sonl. ¡[e l'ordrc el<• grandrur drs 
contribubons réelles. M(lld1) csL par rapporL a i.vl' /'?, d<' 
l'ordre de v ¡v , c'esl-a-dire de l'ordre de 1 . 11. et par suilc· 
négligeable. 

Valeur approchée de la corrélation pere-fils 

Done : 

M(x111 ) =.H (xH1 ) + \J(.rd1 ) - v /Z+i.( l +O(l tn ))vl · ¡"2 .¡ O i.2¡ 

:VJ(xx1)=~M(:rll1)= V ( l +i, \ ') f"2+0(i. fn) + O(i.2) 

Ainsi il résulte des approximat.ions failt: ~ que J/(.r.,·1) ~e 

réduit á .U (xz1). 



Le roefficienl dt' corrélalion pi!re-fils esl alors 

C'esl l'expression foumie. s:HlS clémonslralion efTective, 
pat· Fisher. 

Corrélation entre freres ¡ formule générale 

t ous clésignerons par les índices 1 el 2 les aléatoires ¡·ela­
tives a drux freres. ~ous avons a calculer Nl(x1x2), que nous 
obliendrons a pat·lir de M (H 1K 2) et .\l(H 1H 2). 

Ponr calculer Nf(I11K 2) nous rcmarquerons que, si on sup­
pose fixées les con5litutions génétiques des 2 parents, la loi 
de probabililé de !'ensemble ff1K 2 eL celle de l'ensembiC' 
H1K1 sonl alors les memes ( c'est le produit de la probabililé 
de H1 par celle de K 1 ou 1(2 ) . On a done M (H 1K 2)=.UtH 1K 1 

des que l'on fixe lP.s consLiLutions généliques des parents, eL 
par suite aussi q uels que soienl ceux-ci dans la popu lation. 
On a done, pour ·2 frerc::; quelconques : 

On voiL que la Lable d 'associaLion de 1!1 eL K 2 chez :G freres 
n'esL autre que la table d'association des couples de genes 
chez un meme individu, c'est-a-dire la table eles (lm). 

M(H1II2 ) s'obliendra en considéranL les différents génotypes 
des 2 parenLs relativement au couple de genes H. Pour des 
génoLypes fixés, les lois de probabiliLé de ce couple chez 2 de 
leurs enfanLs deviennenL indépendantes, on a done : 

Par exemple, si les 2 paren Ls sont héLérozygoLes (ce qui se 
produit avec la probabilité 2Q* 2Q), ll1 prendra les valeur::; 
i, j, ou k, avec les probabilités 1 /4, 1 /2, ou 1 /4 ; et il en sera 
de meme. indépendamment, pour E-l2 ; on aura done alors : 
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quantité qui mult.ipliée par : 2Q* 2Q, fournira un des termes 
de la moyenne générale ; en déterminant de meme les autres, 
on voit que <:ette moyenne générale s'écrit : 

i\if( H 1112) = P* Pi2+2Q* P( i + j)2 f4+R* Pj2 
+ P* 2Q(i+ i}2 /4+ 2Q* 2Q(i+2i + k )2 fl6+R* 2Q(j+ k)2 /4 

+ P* Ri2+ 2Q* R(i+k)2 /-l+ R* Rk2 

Elle est difTérente ce tte fois de la moyenne générale de 
M (H\). 

En eiTeL, si les 2 parents sont hét.érozygoles , 

(au lieu de (i + 2j + k)2 fl6 ) ; s i un seuJ est hétérozygote. 
M (fJ21)=i2 f2+ j2 /2 par excmple (au lieu de (i + i)2 /4) ; ce 
n'esL que si les '2 parent.s sont homozygoLes qu'on obtient le 
meme Lerme que dans M (Tl1H 2) . 

La dífTérence, que nous désignerons par g, s'écrit done 

g= M (H2
1)-M(H1H2 )=4Q*P(i2 f2+j2 j2-(i + i) 2 /4] + 
4Q* R[j2 f2+ k2 j'k-(i + k )2 /4] 

+ 2Q* 2Q[i2 f4+ j2 f2+ k2 J4-(i + 2i+ k)2 /16] 

(9) g= Q* [p(i- j)2 + q{i- k )2-(Q /4)(i- 2i + k)2 ] 

Considél·ons maintenant 

M(H1x2)=M(H1H2)+~'M(H11{2) 

on a ~ 'M(H1K2)= 'i:.'M(f/1K1)=M(H1x1)-M(H21 ) 

d'ou M(H1x 2)=M(II1x1)-g 

el (10) 

Il nous suffit clone pour avoir une valeur a pprochée de la 
corrélation de chercher une valeur approchée de g, Loujours 
sous les memes hypotheses. puis de sommer pour tous les 
couples de genes qui interviennenL 
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Corrélation entre freres; valeur approchée 

Pour cela nous allons exprimer fJ d'une autre fa~on, en 
distinguaut daus les couLributious i. j, k. qu i y ftgurent leurs 
parties généliques i, j , k , eL leurs résidus de dominance 
;J., :J, O. Si nous posons : i - j = j- k = h, et Pp.=-Q:.J = RO = 
PQRC [a O(i,2) pres, rl.'apres (3' ) eL (3")]. il suffit de faire 
naus {/ : 

(ll ) \ i- j= h+ :).- :.J = h+ CpR 
1 j- k= h+ :.;- fJ= h- CqP 

Donnons quelques p récisiom; sur ces quantités h eL C. Les 
résidus de dominance ¡J. , '.J, IJ sont proportionuels ú e, eL de 
mcmc les contribnLions généLiques souL proportiouuelles 
O. lt (car, en vertu de pi + qk = Ü el i - k = 2h, on a i = Zqh , 
k = -2ph, j =(q-p)h). 

La variance génétique eL la variance rle rlominance. cal­
culées p. 83, doivent clone Ctre proportionnelles respectivement 
il h2 et e2 ; on Lrouve pour res variances : 

Si les couples de genes sont nombreux et de meme ordre 
de grandeur, la variance génétique et la variance de domi­
nance globales, qui sonL voisines de ~;~2 eL ~z 2 d'apres (5) 
eL (8), sont de l'ordre de n~2 et ns2• Pour que ces variances 
globales soient finies, il fauL que les ~ et les <, c'est-a-dire 
les e et les h, soient petiLs, de l'ordre de 1 ¡Jñ:· 

On a alors en faisant clans (9) les substitutions (11 ) : 

(12) g= Q[h2 + 2-xhC(p-q) + e 2(p3R2+qsP2 )- (Qe2 f4)(pq+cx)2 ] 

+ i,QJ[pTC(pq+ :z)[2h + C(pR-qP)]-CZ(pq+ -x)2QJf4] 

rappelons que :;.=),p2T2 (p. 83}, et remarquons que : 

psR2+qspz= pags+2!,q2p'T2+ 0(i, 2) 
Q(pq+ -x}z= paqa+ i,r¡zpt T2 + 0(/, 2) 

On voit que {12) peut s'écrire : 

( 13} g=Qh2 +(3 j4)Qp3q3e2 +i,,(h, e) +0(1,2) 
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~ (h, e) étant un polynóme dont tous les tel'mes contiennenL 
4 facteurs tels que lz, e, ou J, T. quien sont des combinaisom; 
linéaires [a 0(),) pres. J = i=(q-p )h-PRe, T=pi+qj=qh ] ; 
il est done homogene et du -l6 degré en h et e, et son ordre 
de grandeur est par suite 1 /n2 . Remarquons qu'avec ce 
meme ordre d'approximation on peut rcmplaccr clans (13) 
Qlz2 par ~~ 2 /2 el. Qp3r¡3e2 par z2 . On a done : 

D'ou en faisant la somme pour les 11 couples, et remar­
quant que d'aprés (5) et (8) ~~2=V(l-A) et ~E2=M(D2) 
[a O(i. fn) et 0(), 2) pres ] : 

En portant alors dans (lO) : 

ce qui fournit pour le coefficient de co,·rélalion enlre freres la 
valeur approchée : 

C'est bien la encore la valeur prévue par Fisher. 

Remarquons que dans les cas du '' random-mating >> (i,=O), 
nous retrouvons le résultat du chapitrc lT I. 

Dans Le cas o u il n'y a pas dominance (a2 = 1 ), nous avons 
f=( 1 +A) /2, résultat qui peut se retrouver rigoureusement: il 
suffit de remarquer que si on fixc les constitutions génétiques 
des parents celles ue 2 enfants deviennent stochastiquemenL 
indépendantes, on a alors M(z1z2)= [M(z1) ) 2 =(z+z)2 /4. re 
qni donne, pour Lous les parents possibles : 

M(z1z2 ) =M[(z+.z)2/4] = M(z2 ) f2+Jvl(Ú) f2= M(z2)(1 +A ) j'l 
C. Q. F. D. 



Influence du milieu 

Nous n'avons pas tenu compte jusqu'ici de l ' influence sur 
le caraclcre considét·é des conditions de milieu, variables d'un 
individu u l'aulre. 

Introduisons-les en faisant l'hypothese suiva nLe : 

Le cm·actere mesuré. r¡uf' nous représenlons mainlencml par ~, 
est la .c:omme d' une aléaloi1·e x délPrminée par la conslilulion 
hé,•édilai1·e de l'i11dividu, eL que nous avons étudi(·c en déLail 
dans tout ce qui pt·écedl'; et d'11ne aléaioire e qui rrprésenle 
/' effel sw· l' individu des condilions de mil ieu ; no u::; suppo~ons 
cette derniere indépendanle de la consfilulion génélique (rela 
l'l'VÍenL a dire que les conditions de milieu introduisent dans 
le caractere mesuré un terme analogue ;'1 une !'rreur arc·i­
dentelle). 

Nous supposerons pour simplificr que !'origine de r esl 
c·hoisie ele telle fa~on que sa moyennc soil nulle. Alors la 
moyenne de y - .r + e esL aussi null<>. 

En vertu df' l'ind!'pendance, la variance 
désignerons par \1', esL : H' =.11fx 2) -~- .H( e2 

clésignerons le 1·apporL V f\V par C2(<1). 

de y, que nou~ 
V + Jl(e2) . Nous 

Examinons /e,q corrélalions entre cunjuinls. ~ou::; aYons 
supposé l'homogamie basée sur la ressemblance des cat·ac­
leres, le choix des conjoinLs se faiL done d'apres les valeurs 
de y. La Créquence d'accouplemcnt, entre 2 ~oupes d'indi­
vidus de valeur::; y et y et de fréquences JI et n sera , d'apri>-. 
l'hypothese de la page 21: fiU(l +i,yy). 

On aura done pour la population totale : 

.\1(yy) =~~nt lyy( 1 +i.yy) =i,(~lly2)2=i, \\12 

Nous désignerons pa1· :J.= i, W le coefficient de corrélation 
entre y eL y ; c'esl la le eoefficient de corrc>lation que l'on 
mesure enLre conjoints. 

Les corrélalions entre x et x, z eL;, sonL Loujours rournies 
par la page 87, donl lous les calculs restent va1ables. 
En eiTcL, pom· les individus chez lesqncl s fi =i, on n par 
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définition M(x)= l el par suile aussi .VI(y) = l. La formule 
rlu choix fournit done bien : 

M (HK)=i.vu'; M (xx)=IY2 ; m=)Y=C2~. 

el de meme 

Remarquons maintenant que, si y est flxé, on a (ef. p. 87) : 

M(H)=I.vy et M (; )=/,Vy, d'oú M (y;)=i.V W 

Pour la corrélalion parenlale, on a : 

Or M (ye1 ) = Ü, puisque e1 est indépendant de y ; et on peut 
montrer que M(yD1) est néglig:eable eomme M (xD1 ) . 

On a done eneore : 

M (yy1) (/) M (yz1 ) = M (yz) f2+Ú(y;) /'2 
= V f2+i,V W /2 

pUisque M (ez)=O a cause de l'indépendanee, et M(Dz)=U 
(p. 83). 

La eorrélation parentale est done : 

La corrélalion fraiernelle s'obtient immédiatement en 
remarquant que le calcul fait pour M (x1x2 ) n'est pas modifié, 
et que e1 et e2 sont indépendantes de x1 et x2 , et sans liaison 
enlre elles. On a done M(y1y2)=M (x1x2) , ce qui donne : 

f = M (y1y2) ¡w\1) C2o2[ ( 1 +C2t 2tJ. ) /2+( 1-~2) /4~2 ) 

Nous voyons done que, dans la corrélation parentale, la 
dominance et l'influenee du milieu jouent le meme role, qui 
est de réduire la corrélation dans le rapport des varianees 
(facteurs C2 et c2). Il en serait de meme d'ailleurs dans le 
cas de la cor rélation ancestrale. qui ne contiendrait aussi que 
le produit C2o2• Mais dans le cas des freres il en est autre-
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ment, a cause du terme en (l-a2). La corrélation fraternelle 
permet ainsi, comme Fisher l'a souligné, de séparer ce quí 
revienta la dominance el('(' qui revienta l'influencc du milieu . 

Concordance avec l'expérience 

Fisher a appliqué ces formules a l'inLerprétalion des ré­
sultats publiés par Pearson et Lee dans le tome II de Bio­
melrika, au sujet de l'hér·édité de certains caracteres mesu­
rables chez l'homme. Par cxemple, entre les tailles, les corré­
lations maritale, paternelle, et fraternelle. sont : 

:J.=0,280 p = 0,506 / = 0,548 

Ues 2 premiers coefficients on tire C2c2=2p /(1 +¡.~.) =0,79 

ct f fournit alors : 

On trouYe done que C2 esL tres voisin de 1, ce qui concorde 
bien avec les observaLions des biométricicns sur la faíble 
influence des conditions de milieu sur la taille. Le taux de 
dominance c2 est de l'or·dre de 0,75, il joue done un role 
tres appréciable , ce qui justifie l'étude détaillée que nous 
avons faite des répercussions de la dominance. 
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